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Â ìîíîãðàôèè òåîðåòè÷åñêè èçó÷àþòñÿ ôëóêòóàöèè ïàðàìåòðîâ êîí-
äåíñèðîâàííîé ñðåäû, êîòîðûå îïðåäåëåíû íà ìàñøòàáàõ, ïðåâûøàþùèõ
àòîìíûé ðàçìåð. Â ðÿäå ñëó÷àåâ òàêèå ôëóêòóàöèè èãðàþò ñóùåñòâåííóþ
ðîëü â ôîðìèðîâàíèè ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ âåùåñòâà. Ðàçâèâàåòñÿ òåîðåòè-
÷åñêàÿ ñõåìà äëÿ îïèñàíèÿ ïîäîáíîãî ðîäà ÿâëåíèé, îñíîâàííàÿ íà ðàçëî-
æåíèè Ëàíäàó è ðåíîðì-ãðóïïîâîì ôîðìàëèçìå. Êàê èçâåñòíî, ôëóêòó-
àöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà îïðåäåëÿþò ñèíãóëÿðíûå âêëàäû â ôèçè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè âåùåñòâà â îêðåñòíîñòè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà.
Ìû ïðåäñòàâëÿåì òåîðèþ êðèòè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé, ñòàðòóþùóþ ñ ðàçëî-
æåíèÿ Ëàíäàó ïî ïàðàìåòðó ïîðÿäêà, è ïîçâîëÿþùóþ ó÷èòûâàòü ôëóê-
òóàöèîííûå ýôôåêòû â âèäå ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé ïî âçàèìîäåéñòâèþ
ôëóêòóàöèé. Ñíà÷àëà ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîáëåìó â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåð-
íîñòè d = 4, ãäå îíà äîïóñêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîå ðåøåíèå. Êðèòè÷åñêèå
èíäåêñû â ðàçìåðíîñòè d = 3 ìîãóò áûòü îöåíåíû â ðàìêàõ ε-ðàçëîæåíèÿ.
Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì òåîðèþ ñëàáîé êðèñòàëëèçàöèè, ãäå ôëóêòóàöèè
êðèñòàëëèçàöèîííîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ìåíÿþò ïðèðîäó ôàçîâîãî ïåðå-
õîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðèåé ñðåäíåãî ïîëÿ, ïðèâîäÿ ê ôàçîâîìó ïåðåõîäó
ïåðâîãî ðîäà. Òåïëîâûå äëèííîâîëíîâûå ôëóêòóàöèè èãðàþò ñóùåñòâåí-
íóþ ðîëü â ðÿäå ôàç, âíå çàâèñèìîñòè îò áëèçîñòè ê ôàçîâîìó ïåðåõîäó.
Â ñìåêòèêàõ ýòè ôëóêòóàöèè ïðèâîäÿò ê ðàçðóøåíèþ äàëüíåãî ïîðÿäêà è
ê ëîãàðèôìè÷åñêîé ðåíîðìèðîâêå ìîäóëåé óïðóãîñòè. Â äâóìåðíûõ ôåð-
ðîìàãíåòèêàõ ôëóêòóàöèè íàìàãíè÷åííîñòè ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ ñïîí-
òàííîé ùåëè â ìàãíîííîì ñïåêòðå, ñóùåñòâåííî ìåíÿÿ äëèííîâîëíîâûå
ñâîéñòâà ñèñòåìû. Â ìåìáðàíàõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûìè îáúåêòà-
ìè, ïîãðóæåííûìè â òðåõìåðíóþ æèäêîñòü, ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò
äëèííîâîëíîâûå èçãèáíûå ôëóêòóàöèè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ëîãàðèôìè-
÷åñêîé ðåíîðìèðîâêå óïðóãèõ ìîäóëåé ìåìáðàíû. Ñïåöèàëüíûé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò ôèçèêà ñâåðõòåêó÷èõ ïëåíîê, ãäå ðàçðóøåíèå ñâåðõòåêó÷åãî
ñîñòîÿíèÿ ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ôëóêòóàöèé, ñâÿçàííûõ ñ ëîêàëèçîâàííûìè
îáúåêòàìè � êâàíòîâûìè âèõðÿìè. Àíàëîãè÷íîå ÿâëåíèå äîëæíî íàáëþ-
äàòüñÿ â êðèñòàëëè÷åñêèõ è ãåêñàòè÷åñêèõ ïëåíêàõ. Ìû èçó÷àåì òàêæå
ðÿä äèíàìè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ äëèííîâîëíîâûìè ôëóêòóàöè-
ÿìè, íà îñíîâå òåõíèêè Óàéëäà. Ìû ðàññìàòðèâàåì êðèòè÷åñêóþ äèíà-
ìèêó, ñîñðåäîòî÷èâøèñü íà ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ÷èñòî ðåëàêñàöèîííîé äè-
íàìèêè. Äëÿ äâóìåðíîé ãèäðîäèíàìèêè òåïëîâûå ôëóêòóàöèè ïðèâîäÿò
ê ëîãàðèôìè÷åñêîé ðåíîðìèðîâêå êîýôôèöèåíòîâ âÿçêîñòè. Ôëóêòóàöèè
â íåðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ïðèìåðå ðîñòà êðèñòàëëà
èëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëàìåíè, ãäå ôëóêòóàöèè ïðèâîäÿò ê `îãðóáëåíèþ'
ïîâåðõíîñòè. Åùå îäíîé íåðàâíîâåñíîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷åé, ðàññìîò-
ðåííîé â êóðñå, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïàññèâíîãî
ñêàëÿðà, ïåðåíîñèìîãî ñëó÷àéíûì êðóïíîìàñøòàáíûì ïîëåì ñêîðîñòè. Â
ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äåòàëüíóþ èíôîðìàöèþ î êîððåëÿöèîííûõ
ôóíêöèÿõ ñêàëÿðà.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Êàê èçâåñòíî, âñÿêàÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà îáëàäàåò êàê ðåãóëÿðíûì ïîâåäåíèåì, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ ãëàä-
êîé ôóíêöèåé âðåìåíè, óäîâëåòâîðÿþùåé îïðåäåëåííûì äåòåðìèíèñòè÷åñêèì (äèôôåðåíöèàëüíûì) óðàâíåíè-
ÿì, òàê è íåðåãóëÿðíûì (õàîòè÷åñêèì) ïîâåäåíèåì, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôëóêòóàöèè îêîëî ýòîé ãëàäêîé
ôóíêöèè. Îñîáåííî ñèëüíû ôëóêòóàöèè íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå, ãäå ñëåäóåò ðàçëè÷àòü êâàíòîâûå è òåï-
ëîâûå ôëóêòóàöèè. Íàïðèìåð, êâàíòîâûå ôëóêòóàöèè ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ïîëîæåíèå ýëåêòðîíà â àòîìå
ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îïðåäåëåííîé âåëè÷èíîé, ïîýòîìó åãî ñîñòîÿíèå ñëåäóåò îïèñûâàòü â òåðìèíàõ âîëíîâîé ôóíê-
öèè, îïðåäåëÿþùåé âåðîÿòíîñòü òîãî èëè èíîãî ïðîöåññà. ×òî æå êàñàåòñÿ òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé, òî ìîæíî
óïîìÿíóòü ôëóêòóàöèè ñêîðîñòè ìîëåêóë ãàçà, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ
â ðàìêàõ ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà.
Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ðîëü ôëóêòóàöèé òàêèõ ïàðàìåòðîâ, êàê òåìïåðàòóðà, ïëîòíîñòü, íàìàãíè÷åííîñòü,

êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå â öåëîì èëè ê åå îòäåëüíûì, íî ìàêðîñêîïè÷åñêèì ÷àñòÿì (ñîäåðæà-
ùèì áîëüøîå ÷èñëî ìèêðî÷àñòèö, òî åñòü àòîìîâ èëè ìîëåêóë). Ðîëü êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ â ýòîé ñèòóàöèè,
êàê ïðàâèëî, ïðåíåáðåæèìî ìàëà. ×òî æå êàñàåòñÿ òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé, òî äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ âåëè÷èí
îíè òàêæå îáû÷íî ñëàáåå, ÷åì äëÿ îòäåëüíûõ ìèêðî÷àñòèö. Òåì íå ìåíåå, èìååòñÿ ðÿä ñëó÷àåâ, êîãäà òåïëîâûå
ôëóêòóàöèè èãðàþò çíà÷èòåëüíóþ ðîëü è â ìàêðîñêîïèêå. Ïîæàëóé, íàèáîëåå èçâåñòíûì ïðèìåðîì òàêîãî ðîäà
ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèå ôëóêòóàöèè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ ñèíãóëÿðíûõ âêëàäîâ â òåðìîäèíàìè÷åñêèå
âåëè÷èíû ñèñòåìû âáëèçè ôàçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà èëè âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Êðîìå òîãî, íà ìàê-
ðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå âîçíèêàåò íîâîå ÿâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ âîçìîæíîé íåðàâíîâåñíîñòüþ ñèñòåìû, âûçâàííîé
âíåøíèì âîçäåéñòâèåì èëè ñâÿçàííîé ñ åå èñõîäíîé íåðàâíîâåñíîñòüþ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè
ðîñò êðèñòàëëà èç ðàñïëàâà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ðåëàêñàöèè ê ðàâíîâåñèþ, êîãäà ìàêðîñêîïè÷åñêèå
ôëóêòóàöèè ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî íåðàâíîâåñíûìè. Äðóãèì ïðèìåðîì òàêîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ òóðáóëåíòíîñòü,
òî åñòü ñîñòîÿíèå æèäêîñòè èëè ãàçà, õàðàêòåðèçóåìîå ñèëüíûìè ôëóêòóàöèÿìè ñêîðîñòè.
Â ëþáîì ñëó÷àå èññëåäîâàíèå ôëóêòóàöèé, â ñèëó èõ íåðåãóëÿðíîñòè, òðåáóåò ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà, òî

åñòü îíè äîëæíû õàðàêòåðèçîâàòüñÿ íåêîòîðûìè ñðåäíèìè. Êàê ïðàâèëî, ðå÷ü èäåò î âåëè÷èíàõ, íàéäåííûõ
óñðåäíåíèåì ïî çíà÷èòåëüíûì âðåìåíí�ûì èíòåðâàëàì. Â òî æå âðåìÿ, çà÷àñòóþ ñðåäíèå ïîíèìàþòñÿ, êàê
ñðåäíèå ïî ïðîñòðàíñòâó. Çäåñü âîçíèêàåò íåïðîñòîé âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè ýòèõ äâóõ ñðåäíèõ, êîòîðûé, âî-
îáùå ãîâîðÿ, òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé ñèñòåìû. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
ýòè ñðåäíèå ñîâïàäàþò äëÿ ýðãîäè÷åñêèõ ñèñòåì, òî åñòü ñèñòåì, êîòîðûå äîñòàòî÷íî áûñòðî `çàìåòàþò' âñå
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî (èëè òó åãî ÷àñòü, ãäå ôîðìèðóþòñÿ ñðåäíèå) â õîäå ñâîåé ýâîëþöèè. Â äàëüíåéøåì ìû
áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñâîéñòâî ýðãîäè÷íîñòè âûïîëíåííûì, è íå áóäåì ïîýòîìó ðàçëè÷àòü ðåçóëüòàòû ðàçíûõ
ñïîñîáîâ óñðåäíåíèÿ, ãîâîðÿ ïðîñòî î ñðåäíèõ âåëè÷èíàõ. Ìû îáîçíà÷àåì ýòè ñðåäíèå óãëîâûìè ñêîáêàìè. Íà-
ïðèìåð, ñðåäíåå îò ïàðàìåòðà ψ îáîçíà÷àåòñÿ 〈ψ〉. Çäåñü ψ ìîæåò áûòü òàêîé ìàêðîñêîïè÷åñêîé âåëè÷èíîé,
êàê äàâëåíèå, ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü, èëè ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà, ðàçíûå òèïû êîòîðîãî íåîáõîäèìû äëÿ îïèñàíèÿ
ìíîãîîáðàçíûõ ôàç, ðåàëèçóåìûõ â êîíäåíñèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. Íàïðèìåð, ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà ñâåðõòåêó÷åé
æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Áîçå-êîíäåíñàòà.
Ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå (íà ìàñøòàáàõ, íàìíîãî

ïðåâûøàþùèõ àòîìíûå ðàçìåðû). Äåòàëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñèñòåìå íåñóò êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ðàçíîãî
ïîðÿäêà õàðàêòåðèçóþùèõ åå ïàðàìåòðîâ. Íàïðèìåð, ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðàψ îïðåäåëÿ-
åòñÿ, êàê ñëåäóþùåå ñðåäíåå: 〈ψ(t1, r1)ψ(t2, r2)〉. Äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ýòà êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò
òîëüêî îò ðàçíîñòåé âðåìåí t1− t2 è êîîðäèíàò r1−r2. Ïîýòîìó ñðåäíåå çäåñü ìîæíî ïîíèìàòü, êàê ñðåäíåå ïî
âðåìåíè t1 ïðè ôèêñèðîâàííîé ðàçíîñòè t1−t2 èëè êàê ñðåäíåå ïî r1 ïðè ôèêñèðîâàííîé ðàçíîñòèr1−r2. Åñëè
ñèñòåìà ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíà, òî â ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïîÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü è îò ïî-
ëóñóììû (r1+r2)/2. Òîãäà óñðåäíåíèå íàäî ïîíèìàòü, êàê ñðåäíåå ïî âðåìåíè. Ïðîñòðàíñòâåííûì óñðåäíåíèåì
ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ, åñëè ðå÷ü èäåò î çàâèñèìîñòè êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè îò ðàçíîñòèr1 − r2 ïî ñâîåìó
çíà÷åíèþ ìíîãî ìåíüøåì, ÷åì õàðàêòåðíûé ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòè ñèñòåìû. Òîãäà ïðîñòðàíñòâåííîå ñðåäíåå
ñëåäóåò ïîíèìàòü, êàê óñðåäíåíèå ïî ìàñøòàáàì ìåíüøèì, ÷åì ýòîò õàðàêòåðíûé ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòè.
Óñðåäíåíèå ïðèâîäèò ê íåêîòîðîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü

òîé èëè èíîé ðåàëèçàöèè ôëóêòóèðóþùèõ âåëè÷èí. Äëÿ ðàâíîâåñíîãî ñëó÷àÿ îäíîâðåìåíí�ûå êîððåëÿöèîííûå
ôóíêöèè (âçÿòûå ïðè ñîâïàäàþùèõ âðåìåíàõ) ìîæíî âû÷èñëÿòü, èñõîäÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà, òî÷íåå, èñ-
ïîëüçóÿ åãî ìàêðîñêîïè÷åñêèé àíàëîã, ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ Ëàíäàó. Îäíàêî óæå äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ðàçíîâðåìåííûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé (ïðè íåñîâïàäàþùèõ âðåìåíàõ) ðàñïðåäåëåíèÿ Ãèááñà îêàçûâàåòñÿ
íåäîñòàòî÷íî, äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çíàòü òàêæå ìàêðîñêîïè÷åñêèå äèíàìè÷åñêèå (ãèäðîäèíàìè÷åñêèå) óðàâ-
íåíèÿ ñèñòåìû. Ïðè ýòîì, â çàâèñèìîñòè îò òèïà äèíàìèêè, ðàçíîâðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ìîãóò
îêàçàòüñÿ ðàçëè÷íûìè äëÿ ðàçíûõ ñèñòåì, äàæå åñëè èõ îäíîâðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñîâïàäàþò.
Â íåðàâíîâåñíîì æå ñëó÷àå äàæå îäíîâðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè íåâîçìîæíî âû÷èñëèòü áåç çíàíèÿ
äèíàìèêè ñèñòåìû. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì òàêæå ñïîñîá âîçáóæäåíèÿ íåðàâíîâåñíîñòè, êîòîðàÿ
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ìîæåò âûçûâàòüñÿ íåïðåðûâíûì âíåøíèì âîçäåéñòâèåì èëè `óäàðíûì' âîçäåéñòâèåì, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî
ôîðìèðóåòñÿ íåðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå, ïîñòåïåííî ðåëàêñèðóþùåå ê ðàâíîâåñèþ.
Ìû íà÷èíàåì ñ òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà. Åùå â òðèäöàòûå ãîäû 20 âåêà Ëàíäàó ââåë êëþ÷åâîå

äëÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ïîíÿòèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà è ïîñòðîèë òî, ÷òî ñåé÷àñ íàçûâàþò òåîðèåé ñðåäíåãî ïîëÿ,
îñíîâûâàÿñü íà ðàçëîæåíèè ýíåðãèè ñèñòåìû ïî ïàðàìåòðó ïîðÿäêà âáëèçè òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Îäíàêî
óæå â ñîðîêîâûå-ïÿòèäåñÿòûå ãîäû ñòàëî ÿñíî, ÷òî âáëèçè ôàçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà âàæíû ôëóêòóàöèè
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ýòî áûëî ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî â øåñòèäåñÿòûå-ñåìèäåñÿòûå ãîäû, êîãäà áûëè
èçìåðåíû ðàçëè÷íûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âåùåñòâà âáëèçè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà.
Â ÷àñòíîñòè, ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî òåïëîåìêîñòü íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè ïðèáëèæåíèè ê òåìïåðà-
òóðå ïåðåõîäà, â òî âðåìÿ êàê òåîðèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ ïðåäñêàçûâàåò ñêà÷îê òåïëîåìêîñòè â òî÷êå ïåðåõîäà.
Ýêñïåðèìåíò ïðèâåë ê êîíöåïöèè ñêåéëèíãà, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñòåïåííîì õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè ðàç-
ëè÷íûõ âåëè÷èí äðóã îò äðóãà âáëèçè òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà. Áûëè ââåäåíû òàê íàçûâàåìûå
êðèòè÷åñêèå èíäåêñû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò òàêóþ çàâèñèìîñòü.
Óæå â øåñòèäåñÿòûå ãîäû áûëà ïîñòðîåíà ôåíîìåíîëîãèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ñâÿçûâàòü ðàçëè÷íûå êðèòè÷åñêèå

èíäåêñû ìåæäó ñîáîé. Îäíàêî ïîíèìàíèå ÿâëåíèÿ ñêåéëèíãà áûëî äîñòèãíóòî òîëüêî â ñåìèäåñÿòûå ãîäû, îíî
áûëî ñâÿçàíî ñ ðàáîòàìè Âèëüñîíà ïî òàê íàçûâàåìîìóε-ðàçëîæåíèþ. Ýòà òåõíèêà, íàðÿäó ñ åå ïðåäâàðèòåëü-
íûìè ýòàïàìè, ðàçáèðàåòñÿ â íàñòîÿùåì êóðñå. Íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ìû îáëàäàåì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîé òåîðèåé ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ. Íî, ïî êðàéíåé ìåðå, åñòü óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî ñóùåñòâóþùàÿ
òåîðèÿ ïðàâèëüíî îòðàæàåò êà÷åñòâåííûå àñïåêòû ïîâåäåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì âáëèçè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ
âòîðîãî ðîäà. Ïîíÿòíà òàêæå ïðè÷èíà óíèâåðñàëüíîñòè, êîòîðàÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî êðèòè÷åñêèå èíäåêñû
îêàçûâàþòñÿ èäåíòè÷íûìè äëÿ ñèñòåì ñàìîé ðàçíîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû (èìååòñÿ íåñêîëüêî òàê íàçûâàåìûõ
êëàññîâ óíèâåðñàëüíîñòè, êàæäûé èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì íàáîðîì êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ).
Ïðîáëåìà ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âîçáóäèëà áîëüøîé èíòåðåñ ê ðîëè ôëóêòóàöèé â ìàêðîñêîïè÷åñêîé ôèçè-

êå. Â ñåìèäåñÿòûå-âîñüìèäåñÿòûå ãîäû áûë íàéäåí è èññëåäîâàí öåëûé ðÿä ñëó÷àåâ, êîãäà òàêèå ôëóêòóà-
öèè èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû. Ðàáîòû Áåðåçèíñêîãî è
Êîñòåðëèöà-Òàóëåññà ïðèâåëè ê ñîçäàíèþ òåîðèè ôàçîâîãî ïåðåõîäà â ïëåíêàõ ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè (ãåëèÿ-
4), ãäå ãëàâíóþ ðîëü â ðàçðóøåíèè ñâåðõòåêó÷åñòè èãðàåò ðàñïàðèâàíèå ñâÿçàííûõ ïàð âèõðü-àíòèâèõðü áîëü-
øèõ ðàçìåðîâ. Àíàëîãè÷íûé ìåõàíèçì ïðèâîäèò ê ðàçðóøåíèþ êðèñòàëëè÷åñêîãî è ãåêñàòè÷åñêîãî ïîðÿäêà
â äâóìåðíûõ ñèñòåìàõ. Áðàçîâñêèé îñîçíàë áîëüøóþ ðîëü ôëóêòóàöèé êðèñòàëëè÷åñêîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà
âáëèçè ñëàáîêðèñòàëëèçàöèîííûõ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, ýòè ôëóêòóàöèè îïðåäåëÿþò õàðàêòåð ôàçîâîãî ïåðå-
õîäà èç æèäêîñòè â êðèñòàëë (à, òî÷íåå, öåëóþ ñåðèþ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ), êîòîðûé îáÿçàòåëüíî îêàçûâàåòñÿ
ïåðåõîäîì ïåðâîãî ðîäà. Â ñìåêòè÷åñêîé ôàçå (êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôàçîé ñ îäíîìåðíîé ìîäóëÿöèåé ïëîòíîñòè)
èçãèáíûå ôëóêòóàöèè ñëîåâ ïðèâîäÿò ê ëîãàðèôìè÷åñêîé ðåíîðìèðîâêå ìîäóëåé óïðóãîñòè ñìåêòèêîâ. Èçãèá-
íûå ôëóêòóàöèè îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííûìè è â ôèçèêå ìåìáðàí, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâîéíûå ñëîè
ëèïèäíûõ ìîëåêóë, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê äâóìåðíûå îáúåêòû, ïîãðóæåííûå â òðåõìåðíóþ æèä-
êîñòü. Ýòè èçãèáíûå ôëóêòóàöèè ïðèâîäÿò ê ëîãàðèôìè÷åñêîé ðåíîðìèðîâêå ìîäóëåé óïðóãîñòè ìåìáðàíû.
Â äâóìåðíûõ ôåððîìàãíåòèêàõ ôëóêòóàöèè íàïðàâëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ ñïîíòàííîé
ùåëè â ñïåêòðå ôëóêòóàöèé. Òàêèì îáðàçîì, çà ñ÷åò ôëóêòóàöèé íàðóøàåòñÿ òåîðåìà Ãîëäñòîóíà, óòâåðæäà-
þùàÿ, ÷òî ñïîíòàííîå íàðóøåíèå ñèììåòðèè ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîÿâëåíèåì áåñùåëåâûõ ìîä â äëèííîâîëíîâîì
ñïåêòðå âîçáóæäåíèé ñèñòåìû.
Âñå ïåðå÷èñëåííûå ñëó÷àè ðàçáèðàþòñÿ â íàñòîÿùåì êóðñå. Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ,

íà îñíîâå ðåíîðì-ãðóïïîâîãî ôîðìàëèçìà. Ïðè ýòîì, êàê è â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, âîçìîæíû äâå ðàçëè÷íûå
ñèòóàöèè. Îäíà èç íèõ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè ïàäàåò ñ óâåëè÷åíèåì ìàñøòàáà
(ýòîò ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ â ñìåêòèêàõ). Òàêîé òèï ïîâåäåíèÿ àíàëîãè÷åí íóëü-çàðÿäíîìó ñëó÷àþ, êîòîðûé ðå-
àëèçóåòñÿ â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå. Â äðóãîé ñèòóàöèè (êîòîðàÿ ðåàëèçóåòñÿ â ìåìáðàíàõ è äâóìåðíûõ
ôåððîìàãíåòèêàõ) ýôôåêòèâíàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ìàñøòàáà. Â ýòîì ñëó÷àå òåîðèÿ âîçìó-
ùåíèé ïåðåñòàåò ðàáîòàòü íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ, ÷òî äåëàåò èõ òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå âåñüìà ñëîæíûì.
Òàêîé òèï ïîâåäåíèÿ àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ àñèìïòîòè÷åñêîé ñâîáîäû, êîòîðûé ðåàëèçóåòñÿ â êâàíòîâîé õðîìî-
äèíàìèêå (òåîðèè ñèëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé).
Îñîáîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ðàçíîâðåìåííûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå íåñóò â ñåáå èí-

ôîðìàöèþ î äèíàìèêå ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òåõíèêó Óàéëäà, ðàçâèòóþ ïåðâîíà÷àëüíî
â ðàìêàõ òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè. Ìû ïðåäñòàâëÿåì èññëåäîâàíèå êðèòè÷åñêîé äèíàìèêè, ñîñðåäîòî÷èâøèñü íà
ñëó÷àå ÷èñëî ðåëàêñàöèîííîé äèíàìèêè. Íà ýòîì ïðîñòåéøåì ïðèìåðå âèäíû âñå îñîáåííîñòè òåîðèè êðèòè-
÷åñêîé äèíàìèêè. Ìû ðàññìàòðèâàåì òàêæå äâóìåðíóþ ãèäðîäèíàìèêó, ãäå òåïëîâûå ôëóêòóàöèè ïðèâîäÿò ê
ëîãàðèôìè÷åñêîé ðåíîðìèðîâêå êîýôôèöèåíòîâ âÿçêîñòè. Òà æå òåõíèêà Óàéëäà ïðèìåíèìà è äëÿ íåðàâíî-
âåñíûõ ñèñòåì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû ðàññìàòðèâàåì òàê íàçûâàåìóþ ïðîáëåìó KPZ (Kardar-Parisi-Zhang),
êîòîðàÿ âîçíèêàåò èç òàêèõ çàäà÷, êàê ðîñò êðèñòàëëà èç ðàñïëàâà èëè ðàñïðîñòðàíåíèå ôðîíòà ïëàìåíè. Îòìå-
òèì, ÷òî äâóìåðíàÿ ãèäðîäèíàìèêà îòíîñèòñÿ ê íóëü-çàðÿäíîìó òèïó, â òî âðåìÿ êàê â ïðîáëåìå KPZ èìååòñÿ
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àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñâîáîäà.
Íàñòîÿùèé òåêñò íàïèñàí íà îñíîâå ëåêöèé, êîòîðûå àâòîð â òå÷åíèè ìíîãèõ ëåò ÷èòàë äëÿ ñòóäåíòîâ êàôåä-

ðû ÌÔÒÈ `Ïðîáëåìû Òåîðåòè÷åñêîé Ôèçèêè' ïðè Èíñòèòóòå Òåîðåòè÷åñêîé Ôèçèêè èìåíè Ë. Ä. Ëàíäàó ÐÀÍ.
Ìû íàäååìñÿ, ÷òî íàø êóðñ áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü ðàñøèðåíèþ êðóãîçîðà ñòóäåíòîâ îáùåôèçè÷åñêèõ ñïåöèàëü-
íîñòåé, à ñòóäåíòû, ñïåöèàëèçèðóþùèåñÿ â îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, ìîãóò èñïîëüçîâàòü åãî â êà÷åñòâå
ó÷åáíèêà.

1. ÒÅÎÐÈß ËÀÍÄÀÓ

Îñíîâû òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà áûëè çàëîæåíû â òðèäöàòûå ãîäû äâàäöàòîãî âåêà Ë. Ä.
Ëàíäàó [1]. Ýòà òåîðèÿ â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ïðèìåíèìà òàêæå ê îêðåñòíîñòÿì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê (òàêèõ, êàê
êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà íà äèàãðàììå ãàç-æèäêîñòü). Öåíòðàëüíûì ïîíÿòèåì â òåîðèè Ëàíäàó ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâà-
åìûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòüϕ. Ïàðàìåòð ïîðÿäêà ñâÿçàí ñ ñèììåòðèéíîé ïðèðîäîé
ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà. À èìåííî, ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû â òî÷êå ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïðîèñ-
õîäèò ñïîíòàííîå (ñàìîïðîèçâîëüíîå) íàðóøåíèå (ïîíèæåíèå) ñèììåòðèè ñèñòåìû, ñâÿçàííîå ñ ïîÿâëåíèåì
íåíóëåâîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.
Ïàðàìåòð ïîðÿäêà ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íóþ ôèçè÷åñêóþ ïðèðîäó. Óïîìÿíåì, êàê ïðèìåðû ïàðàìåòðîâ ïîðÿä-

êà, íàìàãíè÷åííîñòü (äëÿ ôåððîìàãíèòíîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäà), âîëíîâóþ ôóíêöèþ Áîçå-êîíäåíñàòà àòîìîâ
(äëÿ ñâåðõòåêó÷åãî ïåðåõîäà) èëè ýëåêòðîííûõ ïàð (äëÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà), âçàèìíîå ñìåùåíèå ïîä-
ðåøåòîê êðèñòàëëà (äëÿ ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêîãî ïåðåõîäà). Ðîëü, àíàëîãè÷íóþ ïàðàìåòðó ïîðÿäêà, â îêðåñòíî-
ñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ñèñòåìû ãàç-æèäêîñòü èãðàåò îòêëîíåíèå ïëîòíîñòè ìàññû îò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.
Â ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ ÷èñëî êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêàn âàðüèðóåòñÿ îò îäíîãî äî òðåõ. À èìåííî,
n = 1 äëÿ îäíîîñíîãî ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêîãî ïåðåõîäà,n = 2 äëÿ ñâåðõòåêó÷åãî èëè ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïåðåõî-
äà (â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòð ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì, ÷òî ýêâèâàëåíòíî äâóì êîìïîíåíòàì),n = 3 äëÿ
ôåððîìàãíèòíîãî ïåðåõîäà. Áûâàþò ñëó÷àè, êîãäà ïàðàìåòð ïîðÿäêà èìååò åùå áîëüøå êîìïîíåíò. Òàê, íàïðè-
ìåð, äëÿ æèäêîêðèñòàëëè÷åñêîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïàðàìåòð ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ñèììåòðè÷íûì
òåíçîðîì, òî åñòü èìååò ïÿòü íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò,n = 5.
Ïî ñàìîìó ñâîåìó ñìûñëó ïàðàìåòð ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé âåëè÷èíîé, ñâÿçàííîé ñ êîëëåê-

òèâíûìè ñâîéñòâàìè àòîìîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñðåäó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïàðàìåòð ïîðÿäêà ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íà
ìàñøòàáàõ, íàìíîãî ïðåâûøàþùèõ àòîìíûé (ìîëåêóëÿðíûé) ðàçìåð. Ïîýòîìó ôîðìàëüíî ïàðàìåòð ïîðÿäêà
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå

ϕ(r) =
∑

q

ϕq exp(iqr) , (1.1)

ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð, à âîëíîâûå âåêòîðà q èìåþò âåëè÷èíó ìåíüøå, ÷åì îáðàòíûé àòîìíûé ðàçìåð. Äëÿ
ñèñòåìû äàííîãî ðàçìåðà ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå (1.1) âåëèêî, íî êîíå÷íî. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïàðàìåòð ïîðÿäêà
ÿâëÿåòñÿ òàêæå ôóíêöèåé âðåìåíè t.
Êàê ìû óæå óïîìÿíóëè âî Ââåäåíèè, âñå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç êîððåëÿ-

öèîííûå ôóíêöèè ôëóêòóèðóþùèõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó îñíîâíîé çàäà÷åé, êîòîðàÿ áóäåò ñòîÿòü ïåðåä íàìè â
áëèæàéøèõ ïàðàãðàôàõ, áóäåò èññëåäîâàíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêàϕ(t, r).
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ìîæíî ñòàðòîâàòü ñ ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ âåðîÿòíîñòè òåõ èëè èíûõ ðåàëèçàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ðàâíîâåñíûõ ñèñòåìàõ
âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ãèááñà, êîòîðîå íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå èìååò âèä

exp

(
F − Ĥ

T

)
, (1.2)

ãäå Ĥ � Ãàìèëüòîíèàí (êâàíòîâûé îïåðàòîð) ñèñòåìû,F � åå ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ, è T � òåìïåðàòóðà. Ñóììèðóÿ
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (1.2) ïî ìèêðîñêîïè÷åñêèì ñòåïåíÿì ñâîáîäû ïðè äàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà
ϕ(r), ìû ïðèõîäèì ê ìàêðîñêîïè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

P(ϕ) = exp
(

F −F
T

)
, (1.3)

ãäå F ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ôóíêöèîíàëîì îòϕ, êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèîíàëîì Ëàíäàó. Ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ (1.3) îïðåäåëÿåò îäíîâðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèèϕ. Íàïðèìåð, ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈ϕ〉
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ïàðàìåòðà ïîðÿäêà çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì èíòåãðàëîì

〈ϕ〉 =
∫
Dϕ exp

(
F −F

T

)
ϕ . (1.4)

Çäåñü
∫ Dϕ îáîçíà÷àåò ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë, êîòîðûé ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ, êàê ìíîãîêðàòíûé

èíòåãðàë
∏

q

∫
dϕq ïî êîýôôèöèåíòàì ϕq ðàçëîæåíèÿ (1.1). Ïðàâèëà îáðàùåíèÿ ñ ôóíêöèîíàëüíûì èíòåãðà-

ëîì ìîãóò áûòü íàéäåíû â ìîíîãðàôèÿõ [6, 9]. Óñëîâèå íîðìèðîâêè (ñóììàðíîé åäèíè÷íîé âåðîÿòíîñòè) äëÿ
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (1.3) ãëàñèò

exp(−F/T ) =
∫
Dϕ exp(−F/T ) . (1.5)

Ýòî ñîîòíîøåíèå äàåò ïðèíöèïèàëüíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèèF .
Ôóíêöèîíàë Ëàíäàó F çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñóììû Freg + Fadd, ãäå Freg � íåêîòîðàÿ ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

òåìïåðàòóðû T , íåçàâèñèìàÿ îò ϕ, è Fadd ÿâëÿåòñÿ (àíàëèòè÷åñêîé) ôóíêöèåé ϕ. Ìû èíòåðåñóåìñÿ ñëó÷àåì
(ðåàëèçóþùåìñÿ âáëèçè òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà) êîãäà ïàðàìåòð ïîðÿäêàϕ ìàë, è ìû ìîæåì ðàçëîæèòüFadd â
ðÿä ïî ϕ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå÷åòíûå ÷ëåíû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ îòñóòñòâóþò â ñèëó òîé èëè èíîé ñèììåòðèè (÷òî
õàðàêòåðíî äëÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà). Òîãäà ïåðâûé ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëà
Ëàíäàó äëÿ ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà èìåþò âèä

Fa =
∫

d3r
a

2
ϕ2 , (1.6)

Fλ =
∫

d3r
λ

24
ϕ4 , (1.7)

ãäå a è λ � íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû. Ëîêàëüíîñòü ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ïàðàìåòð ïî-
ðÿäêà `æèâåò' íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ, â òî âðåìÿ êàê ôóíêöèîíàë Ëàíäàó ôîðìèðóåòñÿ çà ñ÷åò èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ìèêðîñêîïè÷åñêèì (ìåëêîìàñøòàáíûì) ñòåïåíÿì ñâîáîäû.
Åñëè a > 0 è a íå ñîäåðæèò íèêàêîé ñïåöèàëüíîé ìàëîñòè, òî ôëóêòóàöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ñâÿçàíû ñ

áîëüøîé ýíåðãèåé è ïîòîìó ñèëüíî ïîäàâëåíû. Â ýòîì ñëó÷àå, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò òåìïåðàòóðå ñóùåñòâåííî
âûøå òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà, ÷åòâåðíîé ÷ëåí (1.7) îêàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííûì. Îòìåòèì, ÷òî èìåííî òàêàÿ
ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé äàâëåíèÿ, ïëîòíîñòè ìàññû è òàê äàëåå [2]. Ïðè
òåìïåðàòóðàõ ñóùåñòâåííî íèæå òî÷êè ïåðåõîäà ïàðàìåòð ïîðÿäêà íå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì, è ïîòîìó íåëüçÿ îãðà-
íè÷èâàòüñÿ ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó (1.6,1.7). Ðàññìîòðåíèå â òåðìèíàõ (1.6,1.7)
àäåêâàòíî ïðè ìàëûõ |a|, òî åñòü êàê ðàç â îêðåñòíîñòè òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäàTc, ãäå a îáðàùàåòñÿ â íîëü.
Âáëèçè òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà âåëè÷èíà a ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà ïî T − Tc, ãëàâíûé ÷ëåí ýòîãî ðàçëîæåíèÿ
èìååò âèä

a = α(T − Tc) . (1.8)

Îòìåòèì, ÷òî α > 0 â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, ÷òî êîýôôèöèåíò a ïîëîæèòåëåí âûøå òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà Tc è
îòðèöàòåëåí íèæå ýòîé òåìïåðàòóðû. (Âïðî÷åì, èçðåäêà âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ôàçîâûé ïåðåõîä ñ îáðà-
çîâàíèåì íåíóëåâîãî ñðåäíåãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïðîèñõîäèò ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû, òîãäàα < 0.)
Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè îäíîðîäíûé ñëó÷àé, òî åñòü ñ÷èòàëè, ÷òî ïàðàìåòð ïîðÿäêà íå çàâèñèò îò êîîð-

äèíàò. Òåïåðü ìû ó÷òåì íåîäíîðîäíîñòü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Òàêîãî ñîðòà íåîäíîðîäíîñòü íåèçáåæíî âîçíèêàåò
ôëóêòóàöèîííî, è ïîòîìó ñâÿçàííûé ñ íåé âêëàä â ôóíêöèîíàë Ëàíäàó îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü ïðèíÿò âî
âíèìàíèå. Êâàäðàòè÷íûì ïî ïàðàìåòðó ïîðÿäêà âêëàäîì, êîòîðûé ÷óâñòâèòåëåí ê íåîäíîðîäíîñòè ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà, ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíûé ÷ëåí

Fgrad =
∫

d3r
b

2
(∇ϕ)2 , (1.9)

êîòîðûé ñëåäóåò âêëþ÷èòü â ðàçëîæåíèå ËàíäàóFadd. Îòìåòèì, ÷òî (1.9) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ
ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó ïî îòíîøåíèþ àòîìíîãî (ìîëåêóëÿðíîãî) ðàçìåðà ê õàðàêòåðíîìó ìàñøòàáó íåîäíîðîä-
íîñòè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ýòî îòíîøåíèå ïî ñàìîìó ñìûñëó ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ìàëûì, òàê êàê
ïàðàìåòð ïîðÿäêà îïðåäåëåí íà ìàñøòàáàõ, íàìíîãî ïðåâûøàþùèõ àòîìíûé. Ôîðìàëüíàÿ ïðè÷èíà, ïî êîòî-
ðîé ìàëóþ ïîïðàâêó (1.9) ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå íàðÿäó ñ (1.6), çàêëþ÷àåòñÿ â ìàëîñòèa, òî åñòü
îïðàâäàíî â îêðåñòíîñòè ôàçîâîãî ïåðåõîäà.
Âûøå ìû ñ÷èòàëè, ÷òî ïàðàìåòð ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé âåëè÷èíîé, òî åñòün = 1. Åñëè æå ÷èñëî êîì-

ïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà n áîëüøå åäèíèöû, òî ϕ2 â âûðàæåíèè (1.6) ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ϕ2
1 + ϕ2

2 + . . . ,
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à ϕ4 â (1.7) ñëåäóåò ïîíèìàòü, êàê (ϕ2
1 + ϕ2

2 + . . . )2. Ñîîòâåòñòâåííî, (∇ϕ)2 â (1.9) ñëåäóåò ïîíèìàòü, êàê
(∇ϕ1)2 + (∇ϕ2)2 + . . . . Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêèå âûðàæåíèÿ ïîäðàçóìåâàþò, ÷òî ñèñòåìà îáëàäàåò íåêîòîðîé ñèì-
ìåòðèåé, â ñèëó êîòîðîé âñå êîìïîíåíòû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà îêàçûâàþòñÿ ðàâíîïðàâíûìè. Êàê ïðàâèëî, èìåííî
òàê è áûâàåò. Íàïðèìåð, äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè Áîçå-êîíäåíñàòà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà äëÿ
ñâåðõòåêó÷åãî ôàçîâîãî ïåðåõîäà, èíâàðèàíòíîñòü ýíåðãèè îòíîñèòåëüíî ñäâèãà ôàçû ýòîé âîëíîâîé ôóíêöèè
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè âîëíîâîé ôóíêöèè (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ êîìïîíåí-
òàìè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà) ðàâíîïðàâíî âõîäÿò â îòâåòû. Äàëåå, åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî îáðàòíîå, ìû
ïîäðàçóìåâàåì ðàâíîïðàâíîñòü êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.
Åñëè ÷èñëî êîìïîíåíò n ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ðàâíî 2, òî óäîáíî ïåðåïèñàòü ïàðàìåòð ïîðÿäêà â âèäå êîì-

ïëåêñíîãî ïîëÿ

ψ =
1√
2
(ϕ1 + iϕ2) =| ψ | exp(iφ) , (1.10)

ãäå φ � ôàçà ψ. Èìåííî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå íàèáîëåå åñòåñòâåííî äëÿ ñâåõïðîâîäÿùåãî [8] è äëÿ ñâåðõòåêó÷åãî
ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ [4]. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèîíàë Ëàíäàó äîëæåí áûòü èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñäâèãà
ôàçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà φ → φ+ const, ÷òî è îáúÿñíÿåò îòñóòñòâèå â ýòîì ôóíêöèîíàëå íå÷åòíûõ ïîψ ÷ëåíîâ
ðàçëîæåíèÿ. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (1.10) â (1.6,1.7,1.9) ìû ïîëó÷àåì

Fadd =
∫

d3r

(
a | ψ |2 +b(∇ | ψ |)2 +

λ | ψ |4 /6 + b | ψ |2 (∇φ)2
)

. (1.11)

Èìåííî òàêîå âûðàæåíèå õàðàêòåðíî äëÿ ñâåðõòåêó÷åãî ïåðåõîäà, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ñâåðïðîâîäÿùåãî ïåðåõîäà
ôóíêöèîíàë Ëàíäàó ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Îêðåñòíîñòü êðèòè÷åñêîé òî÷êè ãàç-æèäêîñòü ìîæåò áûòü èçó÷åíà àíàëîãè÷íî îêðåñòíîñòè ôàçîâîãî ïåðå-

õîäà âòîðîãî ðîäà. Äëÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êè ðîëü ïàðàìåòðà ïîðÿäêàϕ èãðàåò îòêëîíåíèå ïëîòíîñòè ìàññû îò
åå çíà÷åíèÿ â êðèòè÷åñêîé òî÷êå. Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâëÿþòñÿ íå÷åòíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿFadd ïî ϕ. Ïåðâûå
(ãëàâíûå) òàêèå ÷ëåíû èìåþò âèä

∫
d3r

(
−hϕ− µ

6
ϕ3

)
, (1.12)

ãäå h è µ � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ. Âêëàä (1.12) äîëæåí áûòü äîáàâëåí ê (1.6,1.7), ÷òî äàåò íîâîå (ðàñøèðåí-
íîå) âûðàæåíèå äëÿ Fadd. ×ëåí òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü óñòðàíåí èçFadd ïðîñòûì ñäâèãîì ϕ → ϕ + µ/λ.
Òîãäà ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ôóíêöèîíàëó Ëàíäàó

Fadd =
∫

d3r

[
−hϕ +

a

2
ϕ2 +

b

2
(∇ϕ)2 +

λ

24
ϕ4

]
, , (1.13)

ñ ïåðåîïðåäåëåííûìè (íåñêîëüêî ñäâèíóòûìè) çíà÷åíèÿìèa è h. Ðàçëîæåíèå (1.13) ñïðàâåäëèâî, åñëè õàðàê-
òåðíîå çíà÷åíèå ϕ ìàëî, äëÿ ýòîãî êàê a, òàê è h â (1.13) äîëæíû áûòü ìàëû. Òàêèì îáðàçîì, ðå÷ü èäåò îá
îêðåñòíîñòè òî÷êè íà P − T äèàãðàììå ñèñòåìû, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìèa = 0 è h = 0, è ÿâëÿåòñÿ
íå ÷åì èíûì, êàê êðèòè÷åñêîé òî÷êîé. Äëÿ ñðàâíåíèÿ çàìåòèì, ÷òî íàP − T äèàãðàììå èìååòñÿ öåëàÿ ëèíèÿ
ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà (êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåìa = 0).
Àíàëîãè÷íîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ ñ ôåððîìàãíåòèêîì âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëåH. Â

ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ, êàê ìû óæå îòìå÷àëè, íàìàãíè÷åííîñòüM . Âî âíåøíåì ìàãíèòíîì
ïîëå èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíûé âêëàä â ýíåðãèþ ôåððîìàãíåòèêà ñ ïëîòíîñòüþ−HM , êîòîðûé íàäî âêëþ÷èòü
â ôóíêöèîíàë Ëàíäàó. Òàêèì îáðàçîì, êàê è âûøå, â ôóíêöèîíàëå Ëàíäàó âîçíèêàåò ëèíåéíûé ïî ïàðàìåòðó
ïîðÿäêà âêëàä.

Òåîðèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì òàê íàçûâàåìóþ òåîðèþ ñðåäíåãî ïîëÿ. Îíà ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà
ôëóêòóàöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêàϕ îêîëî ñâîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ 〈ϕ〉 ñëàáû. Ôîðìàëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòå-
ãðàë (1.5) îïðåäåëÿåòñÿ óçêîé îêðåñòíîñòüþ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ〈ϕ〉. Â ñâîþ î÷åðåäü ýòî çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ
àáñîëþòíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó. Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè,〈ϕ〉 ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, ïîñêîëüêó â
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-

6

a

h
〈ϕ〉 > 0

〈ϕ〉 < 0

�rst order
transition

Ðèñ. 1: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà íà ïëîñêîñòè a− h.

íåîäíîðîäíîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ïîëîæèòåëüíûé âêëàä â ýíåðãèþ, ñâÿçàííûé ñ ãðàäèåíòíûì
÷ëåíîì (1.9). Â òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ F âåñüìà ïðîñòî ñâÿçàíà ñ ôóíêöèîíàëîì Ëàíäàó,
F ' F(〈ϕ〉).
Ïîäñòàâëÿÿ îäíîðîäíîå çíà÷åíèå 〈ϕ〉 â (1.6,1.7), ìû íàõîäèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå [1�3]

F = F(〈ϕ〉) = Freg + V

(
a

2
〈ϕ〉2 +

λ

24
〈ϕ〉4

)
, (1.14)

ãäå V � îáúåì ñèñòåìû. ×òîáû íàéòè 〈ϕ〉, ìû äîëæíû íàéòè ìèíèìóì âûðàæåíèÿ (1.14). Ýòîò ìèíèìóì äîñòè-
ãàåòñÿ ïðè 〈ϕ〉 = 0 åñëè a > 0, è ïðè 〈ϕ〉 = ±

√
6 | a | /λ åñëè a < 0. Ìû âèäèì, ÷òî 〈ϕ〉 ∝

√
| a | è, ñëåäîâàòåëü-

íî,çíà÷åíèå 〈ϕ〉 ìàëî âáëèçè òî÷êè ïåðåõîäà (êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåòa = 0). Ïîäñòàíîâêà íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ
〈ϕ〉 â (1.14) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿF = Freg, åñëè a > 0, è

F = Freg − 3a2

λ
V = Freg − 3α2

2λ
(T − Tc)2V , (1.15)

åñëè a < 0. Âû÷èñëÿÿ ýíòðîïèþ S = −∂F/∂T è, äàëåå, òåïëîåìêîñòüCV = T∂S/∂T , ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî â òî÷êå
ïåðåõîäà òåïëîåìêîñòü èñïûòûâàåò ñêà÷îê

∆CV = 3V α2Tc/λ . (1.16)

Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èçó÷åíà â ðàì-
êàõ âûðàæåíèÿ (1.13). Çíà÷åíèå 〈ϕ〉 îïðåäåëÿåòñÿ àáñîëþòíûì ìèíèìóìîìFadd(〈ϕ〉). Ïîäñòàâëÿÿ îäíîðîäíîå
çíà÷åíèå 〈ϕ〉 â (1.13) è âàðüèðóÿ ïî 〈ϕ〉, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà

a〈ϕ〉+ λ〈ϕ〉3/6 = h . (1.17)

Íåñëîæíî íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.17) â ðàçëè÷íûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Åñëèa3 À λh2, òî 〈ϕ〉 ' h/a,
åñëè λh2 À| a |3, òî 〈ϕ〉 ' (6h/λ)1/3. Åñëè a îòðèöàòåëüíî è | a |3À λh2 òî 〈ϕ〉 ' ±

√
6 | a | /λ, ãäå çíàê

〈ϕ〉 îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì h. Ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè h = 0 çíà÷åíèå 〈ϕ〉 èñïûòûâàåò ñêà÷îê, ðàâíûé
bϕc = 2

√
6 | a | /λ. Íàëè÷èå òàêîãî ñêà÷êà ñîîòâåòñòâóåò ôàçîâîìó ïåðåõîäó ïåðâîãî ðîäà. Òàêèì îáðàçîì ìû

ïðèõîäèì ê ôàçîâîé äèàãðàììå èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà íà ïëîñêîñòèP−T áóäåò èìåòü
òàêóþ æå òîïîëîãèþ, õîòÿ ëèíèÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ óæå íå áóäåò ïðÿìîé. Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ
òîêà (ãäå a = h = 0) çàâåðøàåò ëèíèþ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ïåðâîãî ðîäà (ìåæäó ïàðîì è æèäêîñòüþ).
Àíàëîãè÷íûé âèä èìååò ôàçîâàÿ äèàãðàììà ôåððîìàãíåòèêà âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå íà ïëîñêîñòèH−T .

Òîëüêî òåïåðü ôàçîâûå ïåðåõîäû ïåðâîãî ðîäà (ñîîòâåòñòâóþùèå ñêà÷êó íàìàãíè÷åííîñòè) ïðèT < Tc ïðîèñ-
õîäÿò ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè ðåàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿH − T . Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé îòìåòèì çäåñü
ñëåäóþùåå. Âî-ïåðâûõ, êàê è äëÿ âñÿêèõ ïåðåõîäîâ ïåðâîãî ðîäà, ïðè èçìåíåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âîçìîæíî
ÿâëåíèå ãèñòåðåçèñà, òî åñòü ôàçîâûé ïåðåõîä ïðè T < Tc ìîæåò ðåàëüíî ïðîèñõîäèòü ïðè íåíóëåâîì ïîëå.
Âî-âòîðûõ, ñêàçàííîå îòíîñèòñÿ ê ìîíîäîìåííîìó ôåððîìàãíåòèêó, òî åñòü ê ñëó÷àþ, êîãäà åãî ñîáñòâåííûì
ìàãíèòíûì ïîëåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ýòî ñïðàâåäëèâî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ÊþðèTc, íî óñëîâèÿ
ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.
Â ïðèíöèïå çíà÷åíèå 〈ϕ〉 ìîæåò áûòü è íåîäíîðîäíûì. Çàâèñèìîñòü 〈ϕ〉 îò êîîðäèíàò ìîæåò áûòü âûçâàíà

âíåøíèì âîçäåéñòâèåì, íàïðèìåð íåîäíîðîäíûì âíåøíèì ïîëåì èëè äåôåêòîì êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, à
òàêæå âëèÿíèåì ãðàíèöû (ñòåíîê). Íåîäíîðîäíîñòü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ìîæåò âîçíèêíóòü è ñïîíòàííî (íèæå
ìû îáñóæäàåì òàêóþ âîçìîæíîñòü). Ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîäíîñòè âñòóïàåò â èãðó ãðàäèåíòíàÿ ýíåðãèÿ (1.9).
Ñðàâíèâàÿ ìåæäó ñîáîé âêëàäû (1.9) è (1.6), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî èìååòñÿ õàðàêòåðíàÿ äëèíà

rc =
√

b/ | a | , (1.18)
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êîòîðàÿ âõîäèò â ïðîñòðàíñòâåííóþ çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ. Íà ìàñøòàáàõ
áîëüøå, ÷åì rc, ãðàäèåíòíàÿ ýíåðãèÿ ñòàíîâèòñÿ ìàëîé ïîïðàâêîé ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîðîäíîé ýíåðãèåé. Âåëè-
÷èíó rc íàçûâàþò êîððåëÿöèîííîé äëèíîé èëè êîððåëÿöèîííûì ðàäèóñîì. Îòìåòèì ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.18)
rc íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå ïåðåõîäà.
Íåñêîëüêî ñëîâ îá óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ. Ïàðàìåòð ïîðÿäêà ñòàíîâèòñÿ �ìÿã-

÷å� ïðè óìåíüøåíèè | a |, òàê êàê óìåíüøàåòñÿ ýíåðãèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ôëóêòóàöèÿìèϕ. Ïîýòîìó â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà, ãäå ôëóêòóàöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ñòàíîâÿòñÿ ñèëüíûìè,
òåîðèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ ïåðåñòàåò ðàáîòàòü. Êîëè÷åñòâåííûé êðèòåðèé äëÿ ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ
áóäåò âûâåäåí â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå, ãäå ìû íà÷èíàåì èçó÷àòü ðîëü ôëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.

Íèçêîòåìïåðàòóðíàÿ ôàçà

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü, êàêèå îñîáåííîñòè ïðîñòîé êàðòèíû ñðåäíåãî ïîëÿ ñîõðàíÿþòñÿ è ñ ó÷åòîì ôëóêòóà-
öèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.
Ïðåæäå âñåãî, îñòàåòñÿ â ñèëå òî ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî, ÷òî âûøå òî÷êè ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà ñðåä-

íåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà 〈ϕ〉 ðàâíî íóëþ, à íèæå òî÷êè ïåðåõîäà âîçíèêàåò íåíóëåâîå ñðåäíåå. Ýòî
óòâåðæäåíèå òðåáóåò, îäíàêî, äîïîëíèòåëüíûõ êîììåíòàðèåâ. Åñëè âû÷èñëèòü èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1.4)
ñ ôóíêöèîíàëîì Ëàíäàó, èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíîϕ → −ϕ (à èìåííî òàêîé ôóíêöèîíàë áðàëñÿ âûøå äëÿ
ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà), òî ðåçóëüòàò, î÷åâèäíî, áóäåò ðàâåí íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî〈ϕ〉 ðàâåí
íóëþ è íèæå òî÷êè ïåðåõîäà. Ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ â ñèòóàöèè íà ïðèìåðå ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.
Íèæå òî÷êè ïåðåõîäà â ôóíêöèîíàëå Ëàíäàó èìååòñÿ äâà ñèììåòðè÷íûõ ìèíèìóìà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì
çíàêàì ϕ. È ïðè÷èíà çàíóëåíèÿ èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (1.4) çàêëþ÷àåòñÿ â òî÷íîì ñîêðàùåíèè âêëàäîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì ìèíèìóìàì. Åñëè æå íàáëþäàòü ñèñòåìó â òå÷åíèè íåêîòîðîãî âðåìåíè, òî â êàæäûé
äàííûé ìîìåíò îíà áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè, îïðåäåëÿåìûì îêðåñòíîñòüþ îäíîãî èç ìèíèìóìîâ, è òîëüêî
èçðåäêà ïåðåõîäèòü â ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äðóãîìó ìèíèìóìó. Íóëåâîå æå çíà÷åíèå〈ϕ〉 íà ýòîì ÿçûêå
îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî òàêèì áîëüøèì âðåìåíàì, ÷òî ÷èñëî ïåðåáðîñîâ òóäà-ñþäà âåëèêî èϕ ñ ðàâíîé âåðî-
ÿòíîñòüþ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Îäíàêî ïåðåõîä ñèñòåìû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè,
ñîîòâåòñòâóþùèì îêðåñòíîñòÿì ìèíèìóìîâ, ïðîèñõîäèò ñ ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ èç-çà õàðàêòåðíîãî äëÿ ýòîé
âåðîÿòíîñòè ôàêòîðà exp(−U/T ), ãäå U � âûñîòà ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà, êîòîðûé ðàçäåëÿåò ìèíèìóìû. Êàê
ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóë,U ïðîïîðöèîíàëüíî îáúåìó ñèñòåìû. Ýòîò çàêîí íàäî íåñêîëüêî óòî÷-
íèòü (ñìîòðè íèæå), íî â ëþáîì ñëó÷àå U îêàçûâàåòñÿ íàìíîãî áîëüøå òåìïåðàòóðû T , òàê ÷òî ìíîæèòåëü
exp(−U/T ) î÷åíü ìàë. Ïîýòîìó âðåìÿ ìåæäó ïåðåõîäàìè ñèñòåìû èç ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå ÷ðåçâû÷àéíî âå-
ëèêî, îíî äëÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì îêàçûâàåòñÿ ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì âðåìÿ íàáëþäåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðåàëüíûå
âðåìåíà íàáëþäåíèÿ ïðîñòî íåäîñòàòî÷íû äëÿ òîãî, ÷òîáû íàáëþäàòü ïîëíîå óñðåäíåíèå. Äðóãèìè ñëîâàìè
ñèñòåìà âñåãäà íàáëþäàåòñÿ â ñîñòîÿíèè, ñîîòâåòñòâóþùåìó îäíîìó èç ìèíèìóìîâ. È òîãäà〈ϕ〉 íå ðàâíî íóëþ.
Íà ôîðìàëüíîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (1.4) íàäî áðàòü òîëüêî ïî îêðåñòíîñòè îä-
íîãî èç ìèíèìóìîâ. Àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà. Ðàçóìååòñÿ, ñ ó÷åòîì
ôëóêòóàöèé 〈ϕ〉 îêàçûâàåòñÿ îòëè÷íîé îò ñðåäíåïîëåâîãî çíà÷åíèÿ.
Äàëåå, è ñ ó÷åòîì ôëóêòóàöèé ñîõðàíÿåò ñâîå çíà÷åíèå ïîíÿòèå êîððåëÿöèîííîé äëèíûrc, êîòîðàÿ îïðåäå-

ëÿåòñÿ, êàê ìàñøòàá, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ãðàäèåíòíàÿ ýíåðãèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ôëóêòóàöèÿìè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà,
ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷åì îäíîðîäíàÿ ýíåðãèÿ. Íà ìàñøòàáàõ áîëüøå, ÷åìrc, ôëóêòóàöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà
ïîäàâëåíû, ïîñêîëüêó îòñóòñòâóþò ïðè÷èíû, ìåøàþùèå áûñòðîé ðåëàêñàöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ê ëîêàëüíîìó
ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïàðàìåòð ïîðÿäêà `çàìåðçàåò' íà ìàñøòàáàõ áîëüøå, ÷åìrc. Ýòî
óòâåðæäåíèå, îäíàêî, òðåáóåò óòî÷íåíèÿ, ïîñêîëüêó íà ýòèõ ìàñøòàáàõ îñòàþòñÿ ñòåïåíè ñâîáîäû ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà, êîòîðûå íå `çàìåðçàþò'. Èõ õàðàêòåð ðàçëè÷åí äëÿ ðàçíîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.
Ìû íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ n = 1. Â ýòîì ñëó÷àå 〈ϕ〉 ìîæåò èìåòü äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ (ñ ðàçíûìè çíàêàìè).

Ïîýòîìó âîçìîæíà òàêàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà〈ϕ〉 èìååò ðàçíûå çíàêè. Ýòè îáëàñòè
ðàçäåëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè, êîòîðûå (ïî àíàëîãèè ñ ôåððîìàãíåòèêàìè) ìîæíî íàçâàòü äîìåííûìè ñòåíêàìè.
Ñðåäíåå 〈ϕ〉 èçìåíÿåòñÿ âáëèçè äîìåííîé ñòåíêè íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêàrc. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî rc îïðåäåëÿåò
òîëùèíó äîìåííîé ñòåíêè. Çàìåòèì, ÷òî çíàê〈ϕ〉 âî âñåì îáúåìå ìîæåò áûòü èçìåíåí çà ñ÷åò ïîÿâëåíèÿ íà ôîíå
äàííîãî îäíîðîäíîãî 〈ϕ〉 çàðîäûøà ñ äðóãèì çíàêîì è ïîñëåäóþùåãî äâèæåíèÿ äîìåííîé ñòåíêè, â ðåçóëüòàòå
êîòîðîãî çàðîäûø ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âåñü îáúåì. Òàêîé ïðîöåññ ãîðàçäî áîëåå âåðîÿòåí, ÷åì îäíîðîäíîå
èçìåíåíèå çíàêà 〈ϕ〉, ïîñêîëüêó òðåáóåò ïðåîäîëåíèÿ ãîðàçäî ìåíüøèõ ïîòåíöèàëüíûõ áàðüåðîâ.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïàðàìåòð ïîðÿäêà ñn = 2. Íàì óäîáíåå áóäåò èìåòü äåëî ñ êîìïëåêñíûì ïðåäñòàâëåíèåì,

ââåäåííûì (1.10). Íà ìàñøòàáàõ áîëüøå, ÷åì rc, `çàìåðçàåò' àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, íî íå
åãî ôàçà φ. Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â èíâàðèàíòíîñòè ýíåðãèè ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îäíîðîäíîãî ñäâèãà
φ → φ+const. Ïîýòîìó èìååòñÿ òîëüêî âêëàä â ýíåðãèþ, ñâÿçàííûé ñ ãðàäèåíòîìφ. Ýòó ýíåðãèþ (íà ìàñøòàáàõ
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áîëüøå, ÷åì rc), ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùèì âèäå

Flong =
∫

d3r
B

2
(∇φ)2 , (1.19)

ãäå ìîäóëü B îïðåäåëÿåòñÿ áëèçîñòüþ ê òåìïåðàòóðå ïåðåõîäà. Îòìåòèì, ÷òî ìîäóëüB õîðîøî îïðåäåëåí äàæå
äàëåêî îò òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà (ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ). Äëÿ ñâåðõòåêó÷åãî4He âìåñòî ìîäóëÿ B îáû÷íî
èñïîëüçóåòñÿ âåëè÷èíà ρs = Bm2/h̄2, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñâåðõòåêó÷åé ïëîòíîñòüþ (çäåñüm � ìàññà àòîìà
4He) [4]. Òîãäà (1.19) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Flong =
∫

d3r
ρs

2
v2

s ,

ãäå vs = h̄∇φ/m � ñâåðõòåêó÷àÿ ñêîðîñòü.
Äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â íèçêîòåìïåðàòóðíîé ôàçå èìåþòñÿ ñâîè äåôåêòû, êîòîðûå

íàçûâàþòñÿ êâàíòîâûìè âèõðÿìè. Ýòî ëèíåéíûå îáúåêòû, íà ëèíèè âèõðåé àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà îáðàùàåòñÿ â íîëü, è ïîòîìó ôàçàφ íà ýòîé ëèíèè íå îïðåäåëåíà. Ïðè îáõîäå æå âîêðóã ýòîé ëèíèè
ôàçà φ ìîæåò ïðèîáðåòàòü ïðèðàùåíèå, êðàòíîå 2π:

∮
dr∇φ = 2πk , (1.20)

ãäå k � öåëîå ÷èñëî. Âîêðóã ïðÿìîëèíåéíîãî âèõðÿ |∇φ| = k/r ãäå r � ðàññòîÿíèå äëÿ âèõðåâîé ëèíèè. Àá-
ñîëþòíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, êîòîðîå ðàâíî íóëþ ïðèr = 0, âûõîäèò íà ñâîå îäíîðîäíîå çíà÷åíèå
ïðè r ∼ rc. Òàêèì îáðàçîì, ó âèõðÿ èìååòñÿ ÿäðî ðàçìåðà rc. Ïîäñòàâëÿÿ |∇φ| = k/r â (1.19), ìû ïðèõîäèì
ê ëîãàðèôìè÷åñêîìó èíòåãðàëó, êîòîðûé ñíèçó îáðåçàåòñÿ íà êðèòè÷åñêîì ðàäèóñårc, à ñâåðõó � íà íåêîòî-
ðîì õàðàêòåðíîì ìàñøòàáå L∗, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðîì ñèñòåìû äëÿ îäèíî÷íîãî âèõðÿ èëè ìåæâèõðåâûì
ðàññòîÿíèåì äëÿ ñèñòåìû âèõðåé. Â ÿâíîì âèäå ýíåðãèÿ âèõðÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

πBLk2 ln
(

L∗
rc

)
, (1.21)

ãäå L � äëèíà âèõðÿ. Ðåàëüíî íàáëþäàþòñÿ âèõðè ñ k = ±1, ïîñêîëüêó, êàê âèäíî èç (1.21), âèõðþ ñ |k| > 1
ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíî ðàçâàëèòüñÿ íà åäèíè÷íûå âèõðè ñk = ±1. Òî æå âûðàæåíèå (1.21) ñïðàâåäëèâî äëÿ
ýíåðãèè ïðîèçâîëüíîãî âèõðÿ, åñëè åãî ðàäèóñ êðèâèçíû ìíîãî áîëüøårc. Íàïðèìåð, ýíåðãèÿ âèõðåâîãî êîëüöà
îïðåäåëÿåòñÿ (1.21) ñ L = L∗ = 2πR (R � ðàäèóñ êîëüöà).
Àíàëîãè÷íàÿ ñõåìà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Îí ìîæåò

áûòü çàïèñàí â ñëåäóþùåì âèäå

ϕµ =| ϕ | nµ , (1.22)

ãäå nµ � åäèíè÷íûé âåêòîð (÷èñëî êîìïîíåíò êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà).
Äëÿ ôåððîìàãíåòèêànµ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì â íàïðàâëåíèè íàìàãíè÷åííîñòè. Íà ìàñøòàáàõ áîëüøå,
÷åì rc, ôóíêöèîíàë Ëàíäàó ñâîäèòñÿ ê

Flong =
∫

d3r
B

2
(∇nµ)2 . (1.23)

Ðàññìîòðèì òðåõêîìïîíåíòíûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòàðíûì äåôåêòîì ÿâëÿåòñÿ `åæ'. Äëÿ
îäèíî÷íîãî åæà n = r/r, ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð ñ íà÷àëîì â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ åæà. Â îòëè÷èå îò äîìåííîé
ñòåíêè è âèõðÿ, åæ ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íûì äåôåêòîì. Â öåíòðå âèõðÿ íàïðàâëåíèån íå îïðåäåëåíî, òî åñòü àáñî-
ëþòíàÿ âåëè÷èíà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â ýòîé òî÷êå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà
âûõîäèò íà ñâîå îäíîðîäíîå çíà÷åíèå íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêàrc, òî åñòü åæ (êàê è âèõðü) èìååò ÿäðî ðàçìåðà
rc. Ïîäñòàâëÿÿ n = r/r â (1.23), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ýíåðãèÿ åæà `ñèäèò' íà áîëüøèõr, òî åñòü îïðåäåëÿåòñÿ
ðàçìåðàìè ñèñòåìû. Ïîýòîìó îäèíî÷íûå åæè â ñèñòåìå îáû÷íî íå âîçíèêàþò, à âîçíèêàþò ïàðû åæ-àòèåæ (äëÿ
îäèíî÷íîãî àíòèåæà n = −r/r), ýíåðãèÿ òàêîé ïàðû ëèíåéíî çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó åæîì è àíòèåæîì.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 1.1
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Íèæå òî÷êè ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà, õàðàêòåðèçóåìîãî îäíîêîìïîíåíòíûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà, âîçìîæíî
îáðàçîâàíèå òàê íàçûâàåìûõ äîìåííûõ ñòåíîê. Â ïëîñêîé ãåîìåòðèè〈ϕ〉 çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòûz (âäîëü
îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ñòåíêå), ïðè÷åìϕ → ±ϕ0 ïðè z → ±∞, ãäå ϕ0 � ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå â îäíîðîäíîì
ñëó÷àå. Íàéòè 〈ϕ(z)〉 â ðàìêàõ òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è 1.1
Â ðàìêàõ òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ ñðåäíåå 〈ϕ〉 ñîâïàäàåò ïðîñòî ñ ϕ, ïîýòîìó íèæå ìû îïóñêàåì çíàê ñðåäíåãî

ó ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Â òåõ æå ðàìêàõ ϕ0 =
√

6 | a | /λ. Ôóíêöèÿ ϕ(z) äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü ýêñòðåìóìó
ôóíêöèîíàëà F , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ, êàê ñóììà ÷ëåíîâ (1.6,1.7,1.9). Âàðüèðóÿ ýòó ñóììó ïîϕ, ìû ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

aϕ + λϕ3/6− b∂2
zϕ = 0 . (1.24)

Îñíîâûâàÿñü íà àíàëîãèè ñî âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà, ìîæíî íàéòè ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (1.24)

b

2
(∂zϕ)2 − a

2
ϕ2 − λ

24
ϕ4 ,

êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèè íà Íüþòîíîâñêîì ÿçûêå. Âåëè÷èíó ýòîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ìîæíî íàéòè, åñëè
ïîäñòàâèòü â íàéäåííîå âûðàæåíèå àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèåϕ = ϕ0. Òîãäà ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî
ïîðÿäêà

∂zϕ =
1√

2 ϕ0rc

(
ϕ2

0 − ϕ2
)

,

ãäå êðèòè÷åñêèé ðàäèóñ rc îïðåäåëåí â (1.18). Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò âèä

ϕ = ϕ0 tanh
(

z − z0√
2 rc

)
,

ãäå z0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ ïîëîæåíèå äîìåííîé ñòåíêè.
Çàäà÷à 1.2
Íàéòè çíà÷åíèÿ ìîäóëåé B â âûðàæåíèÿõ (1.19,1.23) â òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è 1.2
Ìîäóëü B îïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì çíà÷åíèåì àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Äëÿ äâóõêîì-

ïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà B = 2b | ψ |2= 6 | a | b/λ. Äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ìû
ïîëó÷àåì òîò æå îòâåò B = 6 | a | b/λ.

2. ÔËÓÊÒÓÀÖÈÈ, ÒÅÎÐÈß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ

Ìû íà÷èíàåì èçó÷åíèå ðîëè ôëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè âî Ââåäåíèè, âñå íà-
áëþäàåìûå âåëè÷èíû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ôëóêòóèðóþùèõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó íàøåé
îñíîâíîé çàäà÷åé áóäåò èññëåäîâàíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Çäåñü ìû èçó÷àåì îäíî-
âðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìíîãîòî÷å÷íûìè ñðåäíèìèϕ(t, r1)ϕ(t, r2) . . . . Åñëè
ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè, òî òåîðåòè÷åñêè ýòè êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè äîëæíû âû÷èñëÿòü-
ñÿ ïðè ïîìîùè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (1.3). Ïîñêîëüêó ýòà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íå çàâèñèò
îò âðåìåíè, íå çàâèñÿò îò âðåìåíè è îäíîâðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ìû òàêæå
ïðåíåáðåãàåì ãðàíè÷íûìè ýôôåêòàìè, âñëåäñòâèå ÷åãî âñå ïðîñòðàíñòâåííûå òî÷êè ìîæíî ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíò-
íûìè, ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîé îäíîðîäíîñòüþ.
Â ñèëó ïðîñòðàíñòâåííîé îäíîðîäíîñòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà〈ϕ〉 íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò

(åñëè äåôåêòû â ñèñòåìå îòñóòñòâóþò). Ìû èñïîëüçóåì ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ íåïðèâîäèìîé ïàðíîé
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà:

G(r) = 〈〈ϕ(r + r1)ϕ(r1)〉〉 = 〈ϕ(r + r1)ϕ(r1)〉〈ϕ〉2 . (2.1)

Â ñèëó ïðîñòðàíñòâåííîé îäíîðîäíîñòè ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè ñâîèõ
àðãóìåíòîâ. Ïðè r →∞ ðàçðóøàåòñÿ êîððåëÿöèÿϕ(r+r1) è ϕ(r1), òàê ÷òî ñðåäíåå 〈ϕ(r+r1)ϕ(r1)〉 ðàñïàäàåòñÿ
íà ïðîèçâåäåíèå ñðåäíèõ. Ïîýòîìó âû÷èòàíèå êâàäðàòà ñðåäíåãî â (2.1) âåäåò ê òîìó, ÷òîG(r) → 0 ïðè r →∞.
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Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè õîðîøî îïðåäåëåííîå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, êîòîðîå
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîéG:

G(q) =
∫

d3r exp(−iqr)G(r) . (2.2)

Â äàëüíåéøåì áóêâà q áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âîëíîâûõ âåêòîðîâ.
Íàïîìíèì, ÷òî ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà

〈ϕ(r1)ϕ(r2)〉 =
∫
Dϕ exp

(
F −F

T

)
ϕ(r1)ϕ(r2) . (2.3)

Çäåñü
∫ Dϕ îáîçíà÷àåò èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåì ñòåïåíÿì ñâîáîäû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Åãî ìîæíî ïîíèìàòü, êàê

ìíîãîêðàòíûé èíòåãðàë ïî êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿϕ(r) â ðÿä Ôóðüå (1.1). Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð ïîðÿäêà
îïðåäåëåí íà ìàñøòàáàõ áîëüøèõ, ÷åì àòîìíûé ðàçìåð, òî èìååòñÿ îãðàíè÷åíèå íà âîëíîâûå âåêòîðà â ðÿäå
(1.1). Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî | q |< Λ, ãäå Λ � âîëíîâîé âåêòîð, íåñêîëüêî ìåíüøèé, ÷åì îáðàòíûé àòîìíûé
ðàçìåð. Ýòîò âîëíîâîé âåêòîð Λ íàçûâàþò îáû÷íî îáðåçêîé èëè óëüòðàôèîëåòîâîé îáðåçêîé (ïîñëåäíèé òåð-
ìèí ïîçàèìñòâîâàí èç êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè [10, 11]). Ãëàâíûå âêëàäû â ôóíêöèîíàë ËàíäàóF áûëè
îïðåäåëåíû â ïàðàãðàôå 1. Ýòó âåëè÷èíó ìîæíî çàïèñàòü, êàê ñóììóFreg + F(2) + Fint, ãäå

F(2) =
∫

d3r

(
a

2
ϕ2 +

b

2
(∇ϕ)2

)
, (2.4)

Fint =
∫

d3r
λ

24
ϕ4 . (2.5)

Åñëè òåïåðü ðàçëîæèòü exp(−F(2)/T−Fint/T ) â (2.3) ïî Fint, òî ìû ïîëó÷èì ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ
G(r) â âèäå ðÿäà ïî êîíñòàíòå âçàèìîäåéñòâèÿλ. Ýòîò ðÿä íàçûâàåòñÿ ðÿäîì òåîðèè âîçìóùåíèé. Îáû÷íî â ýòîò
ðÿä âêëþ÷àþò òàêæå ÷ëåíû, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò èç ðàçëîæåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèèF ïî λ, êîòîðîå ìîæíî íàéòè
èç ñîîòíîøåíèÿ (1.5). ßñíî, ÷òî ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé ìîæíî ââåñòè äëÿ ëþáîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.
Èçó÷èì ïðåæäå âñåãî âûðàæåíèÿ äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ

â ïðåíåáðåæåíèå Fint (òî åñòü ïðè λ = 0), ýòè êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ îáû÷íî çàòðàâî÷íûìè.
Âûðàæåíèÿ äëÿ çàòðàâî÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ìîãóò áûòü íàéäåíû èç èíòåãðàëîâ òèïà (2.3), ãäå âåñ
çàìåíåí íà exp[(F0 −F(2))/T ]. Çäåñü â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.5):

exp
(
−F0

T

)
=

∫
Dϕ exp

(
−F(2)

T

)
≡

∏
q

∫
dϕq exp

(
−F(2)

T

)
. (2.6)

Âûðàæåíèå æå äëÿ çàòðàâî÷íîé ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

G0(r1 − r2) = 〈ϕ(r1)ϕ(r2)〉0 ≡
∫
Dϕ

exp
(

F0 −F(2)

T

)
ϕ(r1)ϕ(r2) . (2.7)

Çàìåòèì, ÷òî F(2) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïîϕq, òî åñòü ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë â (2.7)
êàê è â (2.6), ñâîäèòñÿ ê ïðîèçâåäåíèþ åäèíè÷íûõ Ãàóññîâûõ èíòåãðàëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ëåãêî ìîæåò
áûòü âû÷èñëåí ÿâíî. Â ðåçóëüòàòå ìû íàõîäèì ÿâíîå âûðàæåíèå â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè (ïîäðîáíîñòè ìîæíî
íàéòè â ïðèëîæåíèè B)

G0(q) =
T

a + bq2
. (2.8)

Äåëàÿ Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå, ìû íàõîäèì âr-ïðåäñòàâëåíèè

G0(r) =
T

4πbr
exp

(
−

√
a/b r

)
. (2.9)

ßñíî, ÷òî ïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ èìåþò ñìûñë òîëüêî äëÿa > 0. Ìîäèôèêàöèÿ ñõåìû òåîðèè âîçìóùåíèé
äëÿ a < 0 îáñóæäàåòñÿ íèæå.
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Ðèñ. 2: Äâå ïåðâûå äèàãðàììû, ïðåäñòàâëÿþùèå ôëóêòóàöèîííûé âêëàä âG.

Ïðàâèëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî âêëàäà â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþFsing = F − Freg (ñâÿçàííîãî ñ ôëóêòó-
àöèÿìè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà) ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû, èñõîäÿ èç ôîðìàëüíî òî÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ

exp
(
−Fsing

T

)
=

∫
Dϕ exp

(
−F(2) + Fint

T

)
, (2.10)

ïðèâîäÿùåãî ê

exp
(

F0 − Fsing

T

)
=

∞∑
n=0

(−1)n

n!
〈(Fint/T )n〉0 ,

ãäå 〈. . .〉0 îáîçíà÷àåò ñðåäíèå, îïðåäåëÿåìûå èíòåãðàëàìè òèïà âûïèñàííûõ â (2.7). Ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ
ôóíêöèÿ (2.3) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå

G(r1 − r2) = exp
(

Fsing −F0

T

)
×

∞∑
n=0

(−1)n

n!
〈(Fint/T )nϕ(r1)ϕ(r2)〉0 . (2.11)

ßñíî, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ëþáîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå, àíàëîãè÷íîì (2.11).
Â ðÿäàõ òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè è êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé âîçíèêàþò èíòåãðàëû âèäà

〈ϕ(r1) . . . ϕ(rn)〉0 ≡
∫
Dϕ exp

(
F0 −F(2)

T

)
ϕ(r1) . . . ϕ(rn) .

Òàê êàê F(2) ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà ïîϕ, òî âñå òàêèå èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ Ãàóññîâûìè è ìîãóò
áûòü âû÷èñëåíû ÿâíî. Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà òàê íàçûâàåìàÿ òåîðåìà Âèêà. À èìåííî,〈ϕ(r1) . . . ϕ(rn)〉0 ðàâíî
ñóììå ïðîèçâåäåíèé çàòðàâî÷íûõ ôóíêöèéG0, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñðåäíèå 〈ϕϕ〉0 äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ïîïàðíûõ
ñïàðèâàíèé. Âûïèøåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ÷åòûðåõòî÷å÷íîå ñðåäíåå

〈ϕ(r1)ϕ(r2)ϕ(r3)ϕ(r4)〉0 = G0(r1 − r2)G0(r3 − r4) +
G0(r1 − r3)G0(r2 − r4) + G0(r1 − r4)G0(r2 − r3) .

Àíàëîãè÷íî ìîãóò áûòü âûïèñàíû è ñðåäíèå äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.
×ëåíû ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè 〈ϕ(r1) . . . ϕ(rn)〉 ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû

Ôåéíìàíîâñêèìè äèàãðàììàìè, íà êîòîðûõ èçîáðàæåíû ëèíèè, ñîåäèíÿþùèå ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì òî÷-
êè. ×àñòü òî÷åê ñîîòâåòñòâóåò àðãóìåíòàì êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèèr1 . . . rn), à ÷àñòü òî÷åê (âåðøèíû) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé àðãóìåíòû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â ðàçëîæåíèè ïîFint, ïî èõ êîîðäèíàòàìR1 . . . Rm) ïðîèçâîäèòñÿ
èíòåãðèðîâàíèå. Êðîìå òîãî, êàæäîé âåðøèíå R1 . . . Rm) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü −λ/T . Ê êàæäîé òî÷êå
r1 . . . rn) ïðèêðåïëåíà îäíà ëèíèÿ, à â òî÷êàõR1 . . . Rm) ñõîäèòñÿ ïî ÷åòûðå ëèíèè. (Òî÷íåå ãîâîðÿ, ê âåðøèíå
ïðèêðåïëÿåòñÿ ÷åòûðå êîíöà ëèíèé.) Êàæäîé ëèíèè ñîïîñòàâëÿåòñÿ çàòðàâî÷íàÿ ïàðíàÿ ôóíêöèÿG0, çàâèñÿ-
ùàÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçíîñòè êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ äèàãðàììà ñîäåðæèòn `âíåøíèõ' òî÷åê è
m `âíóòðåííèõ' òî÷åê (âåðøèí), ïîñëåäíåå ÷èñëî îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê ðàçëîæåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé.
Ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ôóíêöèè G îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (2.11). Ðàññìîòðèì âêëàä âG ïåðâîãî

ïîðÿäêà ïî λ. Îí ñîäåðæèò äâà ñëàãàåìûõ, îäíî èç êîòîðûõ äàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ýêñïîíåíòû â (2.11) ïîFint:

〈ϕ(r1)(−Fint/T )ϕ(r2)〉0 . (2.12)

Íà äèàãðàììíîì ÿçûêå ÷ëåí (2.12) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû äâóõ äèàãðàìì, ïðèâåäåííûõ íà
ðèñóíêå 2. Çäåñü ïåðâàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé (òî åñòü íå ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå áëîêè), à
âòîðàÿ äèàãðàììà ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìîé (òî åñòü ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå áëîêè), Ïðèâîäèìàÿ äèàãðàììà äàåò
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Ðèñ. 3: Äèàãðàììíîå óðàâíåíèå äëÿG.
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Ðèñ. 4: Ñóììà îäíî÷àñòè÷íî íåïðèâîäèìûõ áëîêîâ.

ïðîèçâåäåíèå G0 è 〈(−Fint/T )〉0. Ýòîò âêëàä â G ñîêðàùàåòñÿ ñëàãàåìûì, êîòîðîå ïðîèñõîäèò èç ðàçëîæåíèÿ
exp[(Fsing −F0)/T ] â (2.11) ïî λ. Òàêèì îáðàçîì òîëüêî ïåðâàÿ (íåïðèâîäèìàÿ) äèàãðàììà äàåò âêëàä âG. Ýòî
íàáëþäåíèå îáîáùàåòñÿ è íà âêëàäû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïîλ: òîëüêî íåïðèâîäèìûå äèàãðàììû äàþò âêëàä
â G, à ïðèâîäèìûå äèàãðàììû, ïðîèñõîäÿùèå èç ðàçëîæåíèÿexp(−Fint/T ), ñîêðàùàþòñÿ çà ñ÷åò ðàçëîæåíèÿ
exp((Fsing − F0)/T ).
Ðàçíîñòü G − G0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé íåïðèâîäèìûõ äèàãðàìì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò äâå `âíåø-

íèå' G0-ëèíèè è íåêîòîðûé áëîê ìåæäó íèìè. Âûäåëèì áëîêè, êîòîðûå íåëüçÿ ðàçðåçàòü ïî åäèíè÷íîéG0-
ëèíèè. Òàêèå áëîêè íàçûâàþò îäíî÷àñòè÷íî íåïðèâîäèìûìè (èëè, íà ÿçûêå êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ñîáñòâåííî-
ýíåðãåòè÷åñêèìè). Ââåäåì ñóììó îäíî÷àñòè÷íî íåïðèâîäèìûõ áëîêîâ, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòüΣ è ïðåä-
ñòàâëÿòü ïðÿìîóãîëüíèêîì íà äèàãðàììàõ. Òîãäà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå äèàãðàììíîå óðàâíåíèå,
ïðèâåäåííîå íà ðèñóíêå 3. Çäåñü òîëñòàÿ ëèíèÿ îáîçíà÷àåòG (à òîíêèå ëèíèè, êàê è âûøå, îáîçíà÷àþòG0). Â
àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

G(r) = G0(r) +
∫

d3r1 d3r2G0(r − r1)Σ(r1 − r2)G(r2) . (2.13)

Ïåðåõîäÿ â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèå è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2.8), ìû ïîëó÷àåì

G(q) =
T

a + bq2 − TΣ(q)
. (2.14)

Èç âûðàæåíèÿ (2.14) ñëåäóåò, ÷òîG(q = 0) îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, åñëè

a− TΣ(0) = 0 . (2.15)

Èìåííî ýòî ñîîòíîøåíèå è îïðåäåëÿåò èñòèííóþ òåìïåðàòóðó ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî âêëàä Σ(0) óæå âêëþ÷åí â ïåðåîïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïåðåõîäàTc, òî åñòü ïðîèçâåäåíî ïðåîá-
ðàçîâàíèå a → a − TΣ(Tc, q = 0), òàê ÷òî a ∝ T − Tc äëÿ èñòèííîé òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà. Òîãäà âìåñòîΣ â
âûðàæåíèè äëÿ G(q) áóäåò ôèãóðèðîâàòü ðàçíîñòü

Σ(q)− Σ(Tc, q = 0) , (2.16)

êîòîðàÿ òîëüêî è èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Ñàìî æå çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû ïåðåõîäàTc íå ìîæåò áûòü âû÷èñ-
ëåíî â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîãî íàìè ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà.
Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿΣ äàíî íà ðèñóíêå 4. Ïðèâåäåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ âêëàäà âΣ, ñîîòâåò-

ñòâóþùåå ïåðâîé äèàãðàììå, ïðåäñòàâëåííîé íà ýòîì ðèñóíêå:

Σ(1)(r) = − λ

2T
G0(r = 0)δ(r) , (2.17)

Â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè (2.17) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

Σ(1)(k) = −λ

2

∫
d3q

(2π)3
1

a + bq2
. (2.18)

Ðåàëüíî Σ(1)(k) íå çàâèñèò îò âîëíîâîãî âåêòîðàk. Èíòåãðàë ïî q â (2.18) ôîðìàëüíî ðàñõîäèòñÿ ïðè áîëüøèõ
q, òî åñòü âåëè÷èíà ýòîãî èíòåãðàëà íàáèðàåòñÿ âáëèçèq ∼ Λ (íàïîìíèì, ÷òîΛ � îáðåçêà, òî åñòü ìàêñèìàëüíûé
âîëíîâîé âåêòîð ïîëÿ ϕ). Òàê êàê ãëàâíûé âêëàä â Σ(1) îïðåäåëÿåòñÿ áîëüøèìè âîëíîâûìè âåêòîðàìè q ∼ Λ,
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Ðèñ. 5: Îáëàñòü, ãäå ñóùåñòâåííû ôëóêòóàöèè.

åãî çíà÷åíèå íå ìîæåò áûòü íàéäåíî â ðàìêàõ íàøåé äëèííîâîëíîâîé òåîðèè. Ê ñ÷àñòüþ, ýòî è íå òðåáóåòñÿ, òàê
êàê óïîìÿíóòûé âêëàä äîëæåí áûòü âêëþ÷åí â ïåðåîïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïåðåõîäàTc, êàê ìû îáúÿñíèëè
âûøå. ×òî æå êàñàåòñÿ ðàçíîñòè (2.16) äëÿΣ(1), òî îíà ñèäèò íà ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðàõ (èç-çà ìàëîñòèa)
è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ÿâíî

Σ(1)(a)− Σ(1)(Tc, q = 0) = −λ

2

∫
d3q

(2π)3

(
1

a + bq2
− 1

bq2

)
=

λa1/2

4πb3/2
. (2.19)

Êàê è ñëåäóåò, ýòî âûðàæåíèå îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êå ïåðåõîäà, òî åñòü ïðèa = 0. Âûðàæåíèå (2.19) ñëåäóåò
ñðàâíèòü ñ çàòðàâî÷íîé âåëè÷èíîé a. Ïîïðàâêà (2.19) ïðåíåáðåæèìà ïî ñðàâíåíèþ ñ a, åñëè | τ |À λ2Tc/αb3.
Ýòî íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê êðèòåðèé Ãèíçáóðãà| τ |À Gi (ñìîòðè ïàðàãðàô 1).
Ðàññìîòðèì òåïåðü âêëàä, ñîîòâåòñòâóþùèé âòîðîé äèàãðàììå íà ðèñóíêå 4:

Σ(2)(r) =
λ2

6T 2
G3

0(r) . (2.20)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå (2.9) è ïðîèçâîäÿ Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå, ìû íàõîäèì îöåíêó

Σ(2)(q) ∼ λ2T

b3
ln(Λ/q) , (2.21)

ñïðàâåäëèâóþ ïðè T = Tc. Â ñèëó ëîãàðèôìè÷åñêîãî õàðàêòåðà çàâèñèìîñòè îò îáðåçêèΛ ýòîò ÷ëåí íå äàåò
âêëàäà â ðåíîðìèðîâêó òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà. Âûðàæåíèå (2.21) ïðåíåáðåæèìî ïî ñðàâíåíèþ ñ çàòðàâî÷íûì
çíà÷åíèåì bq2 â (2.14), åñëè q À q?, ãäå

q? = Tλ/b2 . (2.22)

Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ôëóêòóàöèîííûé âêëàä Σ â ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì,
åñëè q <∼ q? è | τ |<∼ Gi ãäå Gi � òàê íàçûâàåìîå ÷èñëî Ãèíçáóðãà

Gi =
Tcλ

2

αb3
. (2.23)

Ýòè äâà óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò îáëàñòü âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòèτ − q, ïðèâåäåííóþ íà ðèñóíêå 5,
ãäå ôëóêòóàöèè ñóùåñòâåííî ìåíÿþò ïîâåäåíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.
Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ, êîòîðàÿ ðàáîòàåò âíå îáëàñòè

ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé. Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ ñóùåñòâóåò, òîëüêî åñëèGi ¿
1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ îòñóòñòâóåò. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ,
íàïðèìåð, äëÿ ïåðåõîäà æèäêîãî 4He â ñâåðõòåêó÷åå ñîñòîÿíèå, äëÿ ýòîãî ïåðåõîäàGi ∼ 1.
Ñòðîãî ãîâîðÿ, âñå ñêàçàííîå âûøå îòíîñèëîñü ê ñëó÷àþa > 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïðèa < 0, ïàðíàÿ

êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (2.8) ïåðåñòàåò áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé âåëè÷èíîé, õîòÿ îíà äîëæíà áûòü
ïîëîæèòåëüíîé â ñèëó ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ. Ýòî íåñîîòâåòñòâèå ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà
ïî îòíîøåíèþ ê ñïîíòàííîìó îáðàçîâàíèþ íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà〈ϕ〉. Îáñóæäåíèå ñìûñëà
ýòîé âåëè÷èíû (ñâÿçàííîãî ñ êîíå÷íîñòüþ âðåìåíè íàáëþäåíèÿ) ïðèâåäåíî â ïàðàãðàôå 1. Ïðè íàëè÷èè ñðåä-
íåãî çíà÷åíèÿ 〈ϕ〉 ñëåäóåò èìåòü äåëî ñ íåïðèâîäèìûìè êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìèϕ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ
âû÷èòàíèåì èç ïîëíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé âêëàäà, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò〈ϕ〉. Íàïðèìåð, íåïðèâîäèìàÿ
ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà

G(r) = 〈ϕ(r + r1)ϕ(r1)〉 − 〈ϕ〉2 . (2.24)

Íåïðèâîäèìàÿ ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (2.24) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðèr → ∞. Ïîýòîìó ýòà ôóíêöèÿ
îáëàäàåò õîðîøî îïðåäåëåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.
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Ðèñ. 6: Ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèèϕ ïî ïîëþ h.

Ïðè íàëè÷èè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ 〈ϕ〉 (âîçíèêàþùåãî ïðè a < 0) ïðàâèëà òåîðèè âîçìóùåíèé äîëæíû áûòü
íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàíû. Ïðåæäå âñåãî, ôóíêöèîíàë ËàíäàóF äîëæåí ðàñêëàäûâàòüñÿ âáëèçè 〈ϕ〉, ïî îò-
êëîíåíèÿì ϕ − 〈ϕ〉. Ïðè ýòîì, ïîìèìî ÷ëåíîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, â ýòîì ðàçëîæåíèè âîçíèêàåò òàêæå ÷ëåí
òðåòüåãî ïîðÿäêà, ïðîïîðöèîíàëüíûéλ〈ϕ〉. Çàòðàâî÷íî â êà÷åñòâå ñðåäíåãî 〈ϕ〉 ñëåäóåò âçÿòü çíà÷åíèå, âîçíè-
êàþùåå â ðàìêàõ ñðåäíåãî ïîëÿ (ñìîòðè ïàðàãðàô 1). Óäåðæèâàÿ â ôóíêöèîíàëå Ëàíäàó ÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà
ðàçëîæåíèÿ ïî ðàçíîñòè ϕ − 〈ϕ〉, ìû íàõîäèì Ãàóññîâó ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, êîòîðàÿ âåäåò ê
ñëåäóþùåìó çàòðàâî÷íîìó âûðàæåíèþ äëÿ íåïðèâîäèìîé ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (2.24)

G0(r) =
∫

d3q

(2π)3
exp(iqr)

T

2|a|+ bq2
=

T

4πbr
exp

(
−

√
2|a|/b r

)
, (2.25)

ñïðàâåäëèâîå äëÿ îäíîêîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ìû âèäèì, ÷òî åäèíñòâåííàÿ ðàçíèöà ïî ñðàâíåíèþ
ñ âûðàæåíèÿìè (2.8,2.9) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîa çàìåíÿåòñÿ íà 2 | a |.
Íåñêîëüêî ñëîæíåå îáñòîèò äåëî ñ ìíîãîêîìïîíåíòíûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðíóþ êîððå-

ëÿöèîííóþ ôóíêöèþ íàäî îïðåäåëÿòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Gµν(r) = 〈ϕµ(r + r1)ϕν(r1)〉 − 〈ϕµ〉 〈ϕν〉 . (2.26)

Ïðè a > 0 äëÿ çàòðàâî÷íîé ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ìû èìååì ïðÿìîå îáîáùåíèå (2.8,2.9):

G0µν(r) = δµν

∫
d3q

(2π)3
exp(iqr)

T

a + bq2
= δµν

T

4πbr
exp

(
−

√
a/b r

)
. (2.27)

Îäíàêî ïðè a < 0 âîçíèêàåò âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå â `èçîòîïè÷åñêîì' ïðîñòðàíñòâå (ïðîñòðàíñòâå êîìïîíåíò
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà), ñâÿçàííîå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòëè÷íà îò íóëÿ
òîëüêî ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà 〈ϕ1〉 6= 0. Òîãäà ìû íàõîäèì

G011(r) =
∫

d3q

(2π)3
exp(iqr)

T

2|a|+ bq2
=

T

4πbr
exp

(
−

√
2|a|/b r

)
,

G0µν(r) = δµν

∫
d3q

(2π)3
exp(iqr)

T

bq2
= δµν

T

4πbr
, (2.28)

â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè µ, ν 6= 1. Îáðàòèì âíèìàíèå íà îòñóòñòâèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàòóõàíèÿ â ýòîì âûðà-
æåíèè. Ýòîò ôàêò ñâÿçàí ñ îáñóæäàâøåéñÿ â ïàðàãðàôå 1 `ìÿãêîñòüþ' ñòåïåíåé ñâîáîäû ïàðàìåòðà, ñâÿçàííûõ
ñ åãî âðàùåíèåì â `èçîòîïè÷åñêîì' ïðîñòðàíñòâå, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåòñÿ è â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå.
Êàê êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, òàê è åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå〈ϕ〉 ñèëüíî ðåíîðìèðóþòñÿ

â îáëàñòè ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 5. Ïðèíöèïèàëüíî ñðåäíåå çíà÷åíèå〈ϕ〉 äîëæ-
íî îïðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íåîáõîäèìî çàäàòüñÿ íåêîòîðûì çíà÷åíèåì〈ϕ〉, âû÷èñëèòü ñâîáîäíóþ
ýíåðãèþ ñèñòåìû F ïðè ýòîì 〈ϕ〉, à çàòåì íàéòè ìèíèìóì F , êîòîðûé è ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ 〈ϕ〉, êîòîðûé
ðåàëèçóåòñÿ â ñèñòåìå.
Òåïåðü ìû ïðèñòóïàåì ê ðàññìîòðåíèþ òåîðèè âîçìóùåíèé ïðè íàëè÷èè ëèíåéíîãî ïî ïàðàìåòðó ïîðÿäêà

÷ëåíà â ðàçëîæåíèè Ëàíäàó, òîãäà ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ èìåþò âèä (1.13). Íàïîìíèì, ÷òî òàêîãî òè-
ïà ôóíêöèîíàë Ëàíäàó îòíîñèòñÿ ê îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïàð-æèäêîñòü èëè ê ôåððîìàãíåòèêó âî
âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå. Ïîïðàâêè ê êîððåëÿöèîííûì ôóíêöèÿì, ñâÿçàííûå ñ êîýôôèöèåíòîìh â âûðàæåíèè
(1.13), ìîãóò áûòü ó÷òåíû ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿexp(−F/T ïî h. Â ðåçóëüòàòå íà
äèàãðàììàõ ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé îáúåêò �h, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êðåñòèêîì. Ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê ïàðíîé
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò äèàãðàììå, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 6.
Íà ðèñóíêå 6 èìååòñÿ îáúåêò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé ñ êðåñòîì íà êîíöå. Åìó ñîîòâåòñòâóåò àíàëèòè÷åñêîå

âûðàæåíèå
∫

d3r1 G0(r − r1)h ,
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Ðèñ. 7: Äèàãðàììíîå óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â `äðåâåñíîì ïðèáëèæåíèè'.

êîòîðîå, êàê ìû óæå óñòàíîâèëè â ïàðàãðàôå 1, ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, êîòîðîå
âîçíèêàåò, êàê îòêëèê íà âíåøíåå ïîëå. Ýòî âûðàæåíèå ïîëó÷åíî â ïåðâîì ïîðÿäêå ïîh è â íóëåâîì ïîðÿäêå.
Äàëåå ìîæíî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå êàê áîëåå âûñîêèå ïîðÿäêè ïî ïîëþh, òàê è áîëåå âûñîêèå ïîðÿäêè òåîðèè
âîçìóùåíèé. Îíè ñóììèðóþòñÿ â ïîëíîå çíà÷åíèå〈ϕ〉. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê òåîðèè âîçìóùåíèé, ãäå
ïîìèìî ëèíèé, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèèG è âåðøèí, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò λ, âîçíèêàþò òàêæå è
ëèíèè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Òàêèå ëèíèè îäíèì êîíöîì ïðèêðåïëÿþòñÿ
ê âåðøèíàì, à äðóãîé êîíåö (ñ êðåñòîì) ñîîòâåòñòâóåò ïîëþh.
Â òàêîì âèäå äèàãðàììíàÿ òåõíèêà ðàáîòàåò ïðèa > 0. Ïðè a < 0 ôîðìàëüíî ðàáîòàåò òà æå äèàãðàììíàÿ

òåõíèêà. ×òîáû èçáåæàòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèéG(q) â ýòîì ñëó÷àå, òðåáóåòñÿ ïðîèçâåñòè ïåðåíîðìèðîâêó
G, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê ñóììèðîâàíèþ ëåñòíè÷íîãî ðÿäà äèàãðàìì òèïà ïðèâåäåííûõ íà ðèñóíêå 6. Îòìåòèì,
÷òî òàêàÿ ïðîöåäóðà äàåò íåíóëåâóþ ðåíîðìèðîâêó äàæå â ïðåäåëåh → 0. Òîãäà ñðåäíåå çíà÷åíèå ϕ ñëåäóåò
èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé îáúåêò, íåçàâèñèìûé îò h. Åãî çàòðàâî÷íîå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ
äèàãðàììíûì ñîîòíîøåíèåì, ïðèâåäåííûì íà ðèñóíêå (7), êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì íà ñðåäíåå çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ. Îáû÷íî î äèàãðàììàõ òèïà ïðèâåäåííîãî
íà ðèñóíêå (7), ãäå îòñóòñòâóþò ïåòëè, ãîâîðÿò, êàê î äðåâåñíûõ äèàãðàììàõ. Â ðåçóëüòàòå ñóììèðîâàíèÿ
óïîìÿíóòîé ëåñòíèöû ìû íàõîäèì âûðàæåíèå (2.25) èëè (2.28). Ìîæíî è ðàáîòàòü ïðèa < 0 è ñ íåíóëåâûì h.
Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ 〈ϕ〉, âîçíèêàþùèå â ïðåäåëàõ h → +0 è h → −0, îòëè÷àþòñÿ çíàêàìè.

Ñêåéëèíã

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (à òàêæå âñåõ äðóãèõ êîððåëÿöèîí-
íûõ ôóíêöèé) â îáëàñòè ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé (ïðèâåäåííîé íà ðèñóíêå 5, íåîáõîäèìî ïðîñóììèðîâàòü âêëàäû
â G(q) âñåõ ïîðÿäêîâ ïî λ. Ýòî èñêëþ÷èòåëüíî ñëîæíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ äàëåêà îò ñâîåãî ðåøåíèÿ. Ìû çíàåì
òîëüêî ãëàâíûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèéϕ â îáëàñòè ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé, ýòà èíôîð-
ìàöèÿ ïðîèñõîäèò â îñíîâíîì èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è äî íåêîòîðîé ñòåïåíè îáúÿñíÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêè
â ðàìêàõ òàê íàçûâàåìîãî ε-ðàçëîæåíèÿ, êîòîðîå îáñóæäàåòñÿ â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ.
Êàê ìû îáúÿñíèëè, îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòèτ−q ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé,

ãäå ìîæíî îæèäàòü ñèíãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ðåàëüíî íàáëþäàåò-
ñÿ íåêîòîðîå ñêåéëèíãîâîå ïîâåäåíèå. Íàïðèìåð, ñðåäíåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà〈ϕ〉 (âîçíèêàþùåå íèæå
òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà) ñòåïåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò áëèçîñòè ê òî÷êå ïåðåõîäà:

| 〈ϕ〉 |∝| τ |β ,

ãäå β � íåêîòîðîå ÷èñëî. Òàêîãî ñîðòà ïîêàçàòåëè íàçûâàþò êðèòè÷åñêèìè èíäåêñàìè. Èõ çíà÷åíèå çàâèñèò îò
÷èñëà êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.
Ñêåéëèíã îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïàðìåòðà ïîðÿäêà (â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè) ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâåäåíèåì íåêîòîðîãî ðàçìåðíîãî ôàêòîðà, ñòåïåíèτ è ôóíêöèè áåçðàçìåðíûõ êîìáèíàöèé qirc. Çäåñü qi

� âîëíîâûå âåêòîðà, à rc � êðèòè÷åñêèé ðàäèóñ, êîòîðûé âåäåò ñåáÿ, êàê íåêîòîðàÿ ñòåïåíüτ :

rc ∝| τ |−ν . (2.29)

Çäåñü ν � åùå îäèí êðèòè÷åñêèé èíäåêñ. Íàïðèìåð, ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (2.2) ìîæåò áûòü çàïèñàíà
â ñëåäóþùåì âèäå:

G(q) ∝| τ |−γ g(qrc) , (2.30)

ãäå γ � äîïîëíèòåëüíûé êðèòè÷åñêèé èíäåêñ. Åùå îäèí êðèòè÷åñêèé èíäåêñ õàðàêòåðèçóåò ïîâåäåíèå ñëåäóþ-
ùåé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

∫
d3r exp(−iqr)〈〈ϕ2(r)ϕ2(0)〉〉 ∝| τ |−α g1(qrc) , (2.31)
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ãäå äâîéíûå óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò íåïðèâîäèìîå ñðåäíåå (êóìóëÿíò). Ïî îïðåäåëåíèþ,〈〈AB〉〉 = 〈AB〉 −
〈A〉 〈B〉. Èìååòñÿ ðÿä ñîîòíîøåíèé ìåæäó êðèòè÷åñêèìè èíäåêñàìè, íàïðèìåðα = 2− dν (ãäå d = 3 � ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà), òîëüêî äâà êðèòè÷åñêèõ èíäåêñà ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.
Ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî óñòàíîâèòü ñêåéëèíãîâîå ïîâåäåíèå ðÿäà íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí.

Èç ñîîòíîøåíèé (2.4,2.10) ìîæíî íàéòè

Csing ' V

4

(
∂a

∂T

)2 ∫
d3r〈〈ϕ2(r)ϕ2(0)〉〉 , (2.32)

ãäå V � îáúåì ñèñòåìû. Ñðàâíèâàÿ (2.31) è (2.32), ìû íàõîäèì, ÷òî ïðèτ ¿ Gi ñèíãóëÿðíûé âêëàä â òåïëîåì-
êîñòü âåäåò ñåáÿ, êàê

Csing ∝| τ |−α . (2.33)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèíãóëÿðíûé âêëàä â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåìFsing ∝| τ |2−α. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íà ñèñòåìó íàëîæåíî `âíåøíåå ïîëå'h, ñ êîòîðûì ñâÿçàí äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí

Fh = −
∫

d3r hϕ (2.34)

â ôóíêöèîíàëå Ëàíäàó F . Ñðåäíåå 〈ϕ〉, èíäóöèðîâàííîå ïðè τ > 0 `âíåøíèì ïîëåì' h, îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì òèïà (2.3). Ðàñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ôàêòîð ïîFh, ìû íàõîäèì, ÷òî â ëèíåéíîì
ïðèáëèæåíèè

〈ϕ(r1)〉h = T−1

∫
d3r2 G(r1 − r2)h(r2) . (2.35)

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ñ (2.30), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ îäíîðîäíîãî ïîëÿ

〈ϕ(r1)〉h = χh , χ ∝| τ |−γ . (2.36)

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.33,2.36) êðèòè÷åñêèå èíäåêñûα è ν ìîãóò áûòü íåïîñðåäñòâåííî èçâëå÷åíû
èç ýêñïåðèìåíòà.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 2.1
Ôóíêöèîíàë Ëàíäàó äëÿ ãàéçåíáåðãîâñêîãî ôåððîìàãíåòèêà íà ìàñøòàáàõ ìíîãî áîëüøèõrc ìîæåò áûòü

çàïèñàí â ñëåäóþùåì âèäå:

F =
∫

d3r
B

2
(∇ni)2 ,

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü íàïðàâëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè. Âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëåH â ôåððîìàã-
íåòèêå èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíûé âêëàä â ôóíêöèîíàë Ëàíäàó

FH = −
∫

d3r MHn ,

ãäå M � àáñîëþòíîå çíà÷åíèå íàìàãíè÷åííîñòè. Íàéòè ôëóêòóàöèîííûé âêëàä â ïðîäîëüíóþ ìàãíèòíóþ âîñ-
ïðèèì÷èâîñòü ôåððîìàãíåòèêà.

Ðåøåíèå çàäà÷è 2.1
Ïóñòü H íàïðàâëåí ïî Z îñè. Òîãäà ñðåäíÿÿ íàìàãíè÷åííîñòü 〈M〉 íàïðàâëåíà âäîëü òîé æå îñè. Òàêèì

îáðàçîì, ìû äîëæíû íàéòè Mz = M〈nz〉. Ôëóêòóàöèè åäèíè÷íîãî âåêòîðà n â 3d ñëàáû, è ïîòîìó ìû ìîæåì
èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå nz ≈ 1 − n2

x/2 − n2
y/2. Ïîýòîìó ïðîäîëüíàÿ ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü χ‖ ìîæåò

áûòü çàïèñàíà, êàê

χ‖ ≡
∂〈Mz〉
∂H

≈ −M
∂

∂H
〈n2

x〉 .
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Äàëåå, èñïîëüçóÿ òî æå ðàçëîæåíèånz ≈ 1− n2
x/2− n2

y/2 ìû íàõîäèì èç ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ exp(−F/T −
FH/T ) â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè äëÿF + FH :

〈nxnx〉 =
T

Bq2 + MH
.

Çàòåì ìû íàõîäèì

χ‖ = M2

∫
d3q

(2π)3
T

(Bq2 + MH)2
=

TM3/2

8πB3/2H1/2
.

3. ÏÀÐÊÅÒÍÛÅ ÄÈÀÃÐÀÌÌÛ

Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ïîâåäåíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêàϕ âáëèçè òåìïåðàòóðû ïåðåõî-
äà Tc â ðàçìåðíîñòè d = 3 ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæíûì. Â òî æå âðåìÿ ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ êîððåëÿöèîííûõ
ôóíêöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêàϕ ìîæåò áûòü ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøåíà â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòèd = 4. Îñíîâ-
íàÿ èäåÿ, èñïîëüçóåìàÿ â ñîâðåìåííîé òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàçìåðíîñòüd = 3
íå ñëèøêîì äàëåêà îò ðàçìåðíîñòè d = 4. Òîãäà èìååò ñìûñë èññëåäîâàòü ïðîáëåìó â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåð-
íîñòè 4 − ε (ãäå ε � ïðîèçâîëüíûé ìàëûé ïàðàìåòð), è ýêñòðàïîëèðîâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé
ε = 1 [Wilson, 1972]. Òàêîãî ñîðòà ïðîöåäóðà, äàþùàÿ êðèòè÷åñêèå èíäåêñû (ââåäåííûå â ïàðàãðàôå 2) â âèäå
(àñèìïòîòè÷åñêîãî) ðÿäà ïî ε, íàçûâàåòñÿ ε-ðàçëîæåíèåì. Íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî ε-ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ õîðîøî
îïðåäåëåííîé ïðîöåäóðîé, ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ïðèε = 1, êîòîðàÿ íè â êàêîì ñìûñëå
íå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé. Òåì íå ìåíåå, åñëè ïðè âîçðàñòàíèèε îò 0 äî 1 íå ïðîèñõîäèò íèêàêèõ áèôóð-
êàöèé, òî ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ äàåò êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíóþ êàðòèíó ôàçîâûõ
ïåðåõîäîâ. Êàê ïîêàçûâàåò ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ε-ðàçëîæåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì, ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ
êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ ïî ε äàþò äàæå íåïëîõîå ñîãëàñèå ñ íàáëþäàåìûìè èíäåêñàìè.
Ïîïðîáóåì ðåàëèçîâàòü íàìå÷åííóþ ïðîãðàììó. Ïðåæäå âñåãî, íåîáõîäèìî ðåøèòü ïðîáëåìó â ðàçìåðíîñòè

d = 4. Îíà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ òîãî æå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëà ËàíäàóFreg +F(2) +Fint

(ñìîòðè ïàðàãðàôû 1,2), ãäå

F(2) =
∫

d4r

(
a

2
ϕ2 +

b

2
(∇ϕ)2

)
, (3.1)

Fint =
∫

d4r
λ

24
ϕ4 . (3.2)

Åäèíñòâåííàÿ ðàçíèöà ïî ñðàâíåíèþ ñ òðåõìåðíûì ñëó÷àåì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå â (3.1,3.2)
ïðîèçâîäèòñÿ ïî ÷åòûðåõìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó. Êàê è ðàíüøå (ñìîòðè ïàðàãðàô 2), ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü òåîðèþ âîçìóùåíèé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â âèäå
(àñèìïòîòè÷åñêîãî) ðÿäà ïîλ. Çàòðàâî÷íàÿ ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿG0 èìååò â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè
(ïðè a > 0) ñëåäóþùèé âèä

G0(q) =
T

a + bq2
, (3.3)

ôîðìàëüíî ñîâïàäàþùèé ñ âûðàæåíèåì ïðèd = 3. Îäíàêî â îáû÷íîì r-ïðåäñòàâëåíèè äëÿ d = 4 ìû ïîëó÷àåì
èíîå âûðàæåíèå

G0(r) ' T

4π2br2
, (3.4)

ñïðàâåäëèâîå ïðè r ¿
√

(b/a). Ïðè r À
√

(b/a) ôóíêöèÿ G0(r) ïàäàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ïðè óâåëè÷åíèè r.
Ðàññìîòðèì îïÿòü `ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ' ôóíêöèþΣ, îïðåäåëåííóþ, êàê ñóììó îäíî÷àñòè÷íî íåïðè-

âîäèìûõ äèàãðàìì. Îíà ñëåäóþùèì îáðàçîì ñâÿçàíà ñG (ñìîòðè ïàðàãðàô 1)

G(q) =
T

a + bq2 − TΣ(q)
. (3.5)
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Ðèñ. 8: Îäíî- è äâóõïåòëåâîé âêëàäû âΣ.
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Ðèñ. 9: Äèàãðàììíûé ðÿä äëÿ âåðøèííîé ôóíêöèè.

Âîñïðîèçâåäåì ñíîâà ïåðâûå äâà âêëàäà âΣ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îáû÷íî îäíîïåòëåâûì è äâóõïåòëåâûì (ñìîò-
ðè ðèñóíîê 8). Îäíîïåòëåâîé âêëàä â d = 4 èìååò ôîðìàëüíî òàêîé æå âèä, êàê è â d = 3:

Σ(1)(r) = − λ

2T
G0(r = 0)δ(r) . (3.6)

Ïåðåõîäÿ â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèå è âû÷èòàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.16) êîíñòàíòó, êîòîðàÿ âêëþ÷àåòñÿ â ïåðåîïðå-
äåëåíèå òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà, ìû ïîëó÷àåì

Σ(1)(k)− Σ(1)(Tc, k = 0) =

−λ

2

∫
d4q

(2π)4

(
1

a + bq2
− 1

bq2

)
' λa

16π2b2
ln

(
Λ√
a/b

)
, (3.7)

ãäå, êàê è ðàíüøå, Λ ÿâëÿåòñÿ `óëüòðàôèîëåòîâîé' îáðåçêîé. Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèå (3.7) ñ (3.5), ìû çàêëþ÷àåì,
÷òî âêëàä (3.7) äàåò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ðåíîðìèðîâêó êîýôôèöèåíòàα â ñîîòíîøåíèè a = α(T − Tc).
Äâóõïåòëåâîé âêëàä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñóíêå 8, âr-ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

Σ(2)(r) =
λ2

6T 2
G3

0(r) ' λ2T

3 · 27π6b3r6
, (3.8)

ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè r ¿
√

b/a. Ïåðåõîäÿ â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèå è âû÷èòàÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ (2.16) êîíñòàíòó, êîòîðàÿ âêëþ÷àåòñÿ â ïåðåîïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà, ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

Σ(2)(q)− Σ(2)(q = 0, a = 0) '
λ2T

3 · 27π6b3

∫
d4r

r6
(exp(iqr)− 1) ' − λ2T

3 · 29π4b3
q2 ln

(
Λ
q

)
, (3.9)

ñïðàâåäëèâîå ïðè q À
√

a/b. Ñðàâíèâàÿ (3.9) ñ (3.5), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî âêëàä (3.9) âΣ äàåò ëîãàðèôìè÷åñêóþ
ðåíîðìèðîâêó êîýôôèöèåíòà b.
Ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû îáîáùàþòñÿ è íà âêëàäû âΣ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà: âñå îíè äàþò ëîãàðèô-

ìè÷åñêèå ïîïðàâêè ê êîýôôèöèåíòàìα, b. Ýòè ïîïðàâêè ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè ïðè óñëîâèè

ξ > b2/(Tλ) , , (3.10)

ãäå ξ = ln(Λ/q). Ðàçóìååòñÿ, íåâîçìîæíî òî÷íî îòñóììèðîâàòü âñå ýòè âêëàäû. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ïðîñóì-
ìèðîâàòü èõ ãëàâíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ äàåò ïðàâèëüíóþ àñèìïòîòèêóΣ ïðè ξ À 1.
Íà äèàãðàììàõ âûñîêîãî ïîðÿäêà äëÿ G (èëè äðóãèõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé) èìåþòñÿ áëîêè, êîòîðûå

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê óñëîæíåíèå âåðøèí ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, êîòîðûì ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæèòåëüλ.
Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé îáúåêò, êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü âåðøèííîé ôóíêöèåé. Âåðøèííàÿ ôóíêöèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ñóììîé íåïðèâîäèìûõ äèàãðàìì, êîòîðûå íåëüçÿ ðàçðåçàòü íà äâå ÷àñòè âäîëü îäíîé ëèíèè, è ê
êàæäîé èç êîòîðûõ ìîæíî ïðèñîåäèíèòü 4 `íîãè' (âíåøíèå ëèíèè, ïðåäñòàâëÿþùèå G-ôóíêöèè). Ýòîò äèà-
ãðàììíûé ðÿä ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 9. Ìû áóäåì èçó÷àòü Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå âåðøèííîé ôóíêöèè ïî
ðàçíîñòÿì êîîðäèíàò, ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå âîëíîâûå âåêòîðà â ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè îäíîãî ïîðÿäêà,∼ q. Ýòîò îáú-
åêò ìû áóäåì îáîçíà÷àòü λr. Íóëåâîé âêëàä â λr ñîâïàäàåò ïðîñòî ñ λ (è íå ñîäåðæèò çàâèñèìîñòè îò âîëíîâûõ
âåêòîðîâ), à âêëàäû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà (n-ïåòëåâûå) ïðîïîðöèîíàëüíû λn+1.
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Ðèñ. 10: Óðàâíåíèå äëÿ ðåíîðìèðîâàííîé êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ïåðâûé (îäíîïåòëåâîé) âêëàä â âåðøèííóþ ôóíêöèþ àíàëèòè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ, êàê

−3λ2

2T
G2

0(r) , (3.11)

ãäå r � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, ê êîòîðûì ïðèñîåäèíÿþòñÿ `íîãè'. Äåëàÿ Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ
(3.11), ìû íàõîäèì âêëàä ïåðâîãî ïîðÿäêà âλr

λ(1)
r = − 3λ2T

24π2b2
ln(Λ/q) , (3.12)

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ óñëîâèå q À
√

a/b, è ìû èñïîëüçîâàëè âûðàæåíèå (3.4). Îòâåò (3.12) ïðèâåäåí ñ ëîãàðèô-
ìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ, òî åñòü â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî áîëüøîìó ëîãàðèôìóξ = ln(Λ/q). Ìû ñíîâà óáåæäàåìñÿ â
òîì, ÷òî ïîïðàâêè ê èñõîäíûì (çàòðàâî÷íûì) âåëè÷èíàì íîñÿò ëîãàðèôìè÷åñêèé õàðàêòåð, è ÷òî îíè ñòàíî-
âÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè ïðè óñëîâèè (3.10).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèé (äâóõïåòëåâîé) âêëàä â âåðøèííóþ ôóíêöèþ, ñîîòâåòñòâóþùèé âòîðîé

äèàãðàììå íà ðèñóíêå 9. Ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä (âòîðîãî ïîðÿäêà) â λr ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå Ôóðüå-
ïðåîáðàçîâàíèÿ, íà ýòîò ðàç ïî äâóì ïåðåìåííûì. Ðåçóëüòèðóþùàÿ âåëè÷èíà èìååò ïîðÿäîê(λ2Tξ/b2)2 è
ÿâëÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâåííîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.10). Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî âòîðàÿ
ñòåïåíü ëîãàðèôìà ξ ïðîèñõîäèò èç îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ Λ−1 ¿ r ¿ R ¿ q−1, ãäå R è r � ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó âåðøèíàìè, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå 9. Ýòî íàáëþäåíèå äîïóñêàåò øèðîêîå îáîáùåíèå. À èìåííî, äëÿ
äèàãðàììû äàííîãî ïîðÿäêà ãëàâíûé ïî ξ âêëàä â λr ïðîèñõîäèò èç îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ õàðàê-
òåðèçóåòñÿ ñëåäóþùåé èåðàðõèåé ðàññòîÿíèé ìåæäó âåðøèíàìèΛ−1 ¿ r1 ¿ r2 ¿ . . . q−1. Îòíþäü íå âñÿêàÿ
äèàãðàììà äîïóñêàåò òàêóþ ïîëíóþ èåðàðõèþ. Äëÿ ýòîãî â äèàãðàììå íå äîëæíî áûòü ñàìîïåðåñå÷åíèé ëèíèé.
Òàêèå äèàãðàììû íàçûâàþòñÿ ïàðêåòíûìè, òàê êàê ñîñòàâëÿþùèå åå ïåòëè `ìîñòÿò', êàê ïàðêåò, ÷àñòü ïëîñêî-
ñòè. Äèàãðàììû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ïàðêåòíûìè, ïðîèçâîäÿò ìåíüøóþ ñòåïåíü ëîãàðèôìàξ, ÷åì ïàðêåòíûå ñ òåì
æå ÷èñëîì âåðøèí. Ïîýòîìó ñíà÷àëà ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïàðêåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
Ðàññìîòðèì ïàðêåòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãðàìì äëÿλr. Â ñèëó ñôîðìóëèðîâàííîé èåðàðõèè â ãëàâíîé

îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íà êàæäîé òàêîé äèàãðàììå ìîæíî âûäåëèòü ïåòëþ ñ íàèáîëüøåé äëèíîé ñîñòàâëÿþ-
ùèõ åå ëèíèé. Òîãäà áëîêè ñëåâà è ñïðàâà îò ýòîé ïåòëè òàêæå áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé âêëàäû â âåðøèííóþ
ôóíêöèþ, íî õàðàêòåðèçóåìûå ìåíüøèìè ðàçìåðàìè. Ïðè ñóììèðîâàíèè ïàðêåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýòè
áëîêè ñîáåðóòñÿ â ïîëíûå âåðøèííûå ôóíêöèè (òî÷íåå, âλr), êîòîðûå áóäóò çàâèñèòü îò ln(ΛR), ãäå R � ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó áëîêàìè. È, íàêîíåö, íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïîln(Rq). Â ðåçóëüòàòå ìû ïðè-
õîäèì ê óðàâíåíèþ, êîòîðîå â äèàãðàììíîì âèäå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 10, ãäå ðåíîðìèðîâàííàÿ êîíñòàíòà
âçàèìîäåéñòâèÿ λr îáîçíà÷åíà áîëüøèì êðóãîì, à çàòðàâî÷íàÿ � ìàëûì. Â àíàëèòè÷åñêîì âèäå (â ãëàâíîì
ëîãàðèôìè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè) ýòî óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

λr(ξ) = λ− 3T

24π2b2

ξ∫

0

dξ′λ2
r(ξ

′) , (3.13)

ãäå, êàê è âûøå, ξ = ln(Λ/q). Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (3.13) ýêâèâàëåíòíî äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dλr/dξ = − 3T

24π2b2
λ2

r , (3.14)

êîòîðîå èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå

λr(ξ) = λ

(
1 +

3Tλ

24π2b2
ξ

)−1

, (3.15)

ãäå ξ = ln(Λ/q). Â ïðåäåëå ξ À b2/(Tλ) ìû íàõîäèì ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó

λr(ξ) ∝ ξ−1 . (3.16)
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Ðèñ. 11: `Êîíâåðò' � ïðèìåð íåïàðêåòíîé äèàãðàììû.

Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ êîíñòàíòà ñâÿçèλr ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå, òî åñòü
ïðè ξ → ∞. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ îáû÷íî íóëü-çàðÿäíûì, ïîñêîëüêó òàêîå ÿâëåíèå áûëî îáíàðóæåíî ïåð-
âîíà÷àëüíî â ðàìêàõ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè, ãäå ðîëü êîíñòàíòû ñâÿçè èãðàåò çàðÿä ýëåêòðîíà.
Òåïåðü ìû äîëæíû îáðàòèòüñÿ ê îòáðîøåííûì íàìè íåïàðêåòíûì äèàãðàììàì. Ïðèìåð òàêîé äèàãðàììû

(êîòîðóþ íàçûâàþò îáû÷íî `êîíâåðò') ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 11. Òàêàÿ äèàãðàììà äàåò âêëàä âλr, ïðîïîðöèî-
íàëüíûé λ4ξ2, êîòîðûé ñîäåðæèò íà îäèí ëîãàðèôì ìåíüøå, ÷åì ïàðêåòíûå äèàãðàììû òîãî æå ïîðÿäêà. Òåì
íå ìåíåå, â ïðåäåëå ξ →∞ âêëàä, ñîîòâåòñòâóþùèé `êîíâåðòó', íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò, â òî âðåìÿ êàê â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ (3.15) λr ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå îáîñíîâàíèå îòáðàñûâàíèÿ íåïàðêåòíûõ
äèàãðàìì, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðîñóììèðóåì âñå äèàãðàììû, ñîäåðæàùèå äàííûé íåïàðêåòíûé
`ñêåëåò'. Òîãäà ïàðêåòíûå áëîêè ñîáåðóòñÿ â ðåíîðìèðîâàííûå êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ (3.15). Â ðåçóëüòà-
òå òàêîé ïðîöåäóðû (`îäåâàíèÿ'), íàïðèìåð, íà `êîíâåðòå', ïðèâåäåííîì íà ðèñóíêå 11, çàòðàâî÷íûå âåðøèíû
çàìåíÿòñÿ íà `îäåòûå', êîòîðûå äàäóò ìíîæèòåëèλr. Òàêèì îáðàçîì, `îäåòûé' êîíâåðò áóäåò ïðîïîðöèîíàëåí
λ4

rξ
2. Ýòî äàåò ∝ ξ−2 â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå, ÷òî ìíîãî ìåíüøå, ÷åìλr ∝ ξ−1. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà

`îäåâàíèÿ' äåëàåò íåïàðêåòíûå âêëàäû âλr ìàëûìè.
Îñíîâûâàÿñü íà ââåäåííîé âûøå òåõíèêå, ìû ìîæåì ïðèñòóïèòü ê èññëåäîâàíèþ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

ar = αr(T − Tc) è br, êîòîðûå âõîäÿò â ðåíîðìèðîâàííîå çíà÷åíèå ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèèG è
ëîãàðèôìè÷åñêè çàâèñÿò îò õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà. ×òîáû íàéòè óðàâíåíèÿ äëÿαr, íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü
òó æå ïðîöåäóðó, ÷òî è äëÿ λr, òî åñòü âûäåëèòü íà äèàãðàììàõ äëÿ Σ ïåòëþ ñ ñàìûìè äëèííûìè ëèíèÿìè,
ïîñëå ÷åãî ïðàâûé è ëåâûé áëîêè ñîáåðóòñÿ ïðè ñóììèðîâàíèè â ðåíîðìèðîâàííûå âåëè÷èíû. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåòñÿ äèàãðàììíîå óðàâíåíèå äëÿ αr. ×òîáû âûïèñàòü åãî àíàëèòè÷åñêè, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ (3.7),
ãäå çàòðàâî÷íûå âåëè÷èíû ñëåäóåò çàìåíèòü íà ðåíîðìèðîâàííûå. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

αr(ξ) = α− T

24π2b2

ξ∫

0

dξ′λrαr , (3.17)

ãäå ξ = ln(Λ/q). Ìû ìîæåì ñíîâà ïåðåéòè ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Åãî ðåøåíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ
ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3.15), ïðè ξ À b2/(Tλ) âåäåò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

αr(ξ) ∝ ξ−1/3 . (3.18)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè óðàâíåíèå äëÿbr, ìû äîëæíû çàìåíèòü â (3.9) çàòðàâî÷íûå çíà÷åíèÿλ è
b íà èõ ðåíîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ìû íàõîäèì óðàâíåíèå

br − b =

ξ∫

0

dξ′
T 2

3 · 29π4

λ2
r

b3
r

. (3.19)

Óðàâíåíèå (3.19) èìååò ðåøåíèå br → const ïðè ξ → ∞. Ôîðìàëüíàÿ ïðè÷èíà òàêîãî ïîâåäåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî â ñèëó (3.15) èíòåãðàë ïî ξ′ â (3.19) ñõîäèòñÿ, åñëè br = const. Ýòî ñâîéñòâî îïðàâäûâàåò âñå
ïðèâåäåííûå âûøå âû÷èñëåíèÿ, òàê êàê îíè ïîäðàçóìåâàëè óñëîâèå b = const. Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî, ñòðîãî
ãîâîðÿ, ÿâíûå âûðàæåíèÿ òèïà (3.15) ñïðàâåäëèâû òîëüêî â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòèξ À b2/(Tλ) (ãäå ïîä b
íàäî ïîíèìàòü äëèííîâîëíîâûé ïðåäåë br). Â òî æå âðåìÿ àñèìïòîòè÷åñêèå çàêîíû òèïà (3.16,3.18) ÿâëÿþòñÿ
óíèâåðñàëüíûìè.
Âñå, ÷òî áûëî ñêàçàíî âûøå, ñïðàâåäëèâî ïðè óñëîâèè, ÷òî â âûðàæåíèè äëÿ ðåíîðìèðîâàííîé ïàðíîé êîð-

ðåëÿöèîííîé ôóíêöèè

G(q) = T/(ar + brq
2) , (3.20)

âåëè÷èíîé ar ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ brq
2. Ýòî ñïðàâåäëèâî, åñëè q >

√
ar/br èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,

åñëè õàðàêòåðíûé ìàñøòàá çàäà÷è ìåíüøå
√

br/ar. Íà ìàñøòàáå Rc =
√

br/ar ðåíîðìèðîâêà çàêàí÷èâàåòñÿ,
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Ðèñ. 12: Äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå ñèíãóëÿðíîãî âêëàäà â òåïëîåìêîñòü.

òàê êàê ôëóêòóàöèè íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ ïîäàâëåíû èç-çà íàëè÷èÿ ÷ëåíàar â (3.20). Íà ìàñøòàáàõ áîëüøå,
÷åì Rc, âñå êîíñòàíòû, ôèãóðèðóþùèå â ðåíîðìèðîâàííîì ðàçëîæåíèè Ëàíäàó, îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.
Íàéäåì ñèíãóëÿðíûé âêëàä â òåïëîåìêîñòü âáëèçè òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Êàê èçâåñòíî èç òåðìîäèíàìèêè,

òåïëîåìêîñòü (ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò ñâîáîäíîé ýíåðãèèCV =
−Td2F/dT 2. Äèôôåðåíöèðóÿ äâàæäû ñîîòíîøåíèå (1.5) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ãëàâíàÿ çàâèñèìîñòü îò
òåìïåðàòóðû âáëèçè òî÷êè ïåðåõîäà ñâÿçàíà ñ ÷ëåíîì (1.6) â ðàçëîæåíèè Ëàíäàó, ìû íàõîäèì äëÿ ñèíãóëÿðíîãî
âêëàäà â òåïëîåìêîñòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

Csing =
V

4

∫
d4r 〈〈α2ϕ2(r)ϕ2(0)〉〉 . (3.21)

Êàê è âûøå, ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî (3.21) ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ìåòîä `îäåâàíèÿ', êîòîðûé îçíà÷àåò, ÷òî
ìû âûäåëÿåì ïåòëþ ñ ñàìûìè äëèííûìè ëèíèÿìè â êàæäîé äèàãðàììå, ïîñëå ÷åãî ñóììèðîâàíèå áëîêîâ ñëåâà
è ñïðàâà îò ýòîé ïåòëè äàñò ðåíîðìèðîâàííûå îáúåêòû, â äàííîì ñëó÷àå ðåíîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿαr. Â
ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå, ïðèâåäåííîå íà ðèñóíêå 12, ãäå ïîëóêðóãè ñîîòâåòñòâóþò
αr, à ëèíèè � (ðåíîðìèðîâàííûì) ôóíêöèÿìG. Â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå ýòî ñîîòíîøåíèå èìååò âèä

Csing =
V

2

∫
d4r α2

rG
2(r) . (3.22)

Ïîñëå ïåðåõîäà ê Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèþ è ïîäñòàíîâêè (3.18,3.20) ìû ïðèõîäèì ê ëîãàðèôìè÷åñêîìó èíòåãðè-
ðîâàíèþ, êîòîðîå ïðîèçâîäèòñÿ â ïðåäåëàõR−1

c < q < Λ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì

Csing ∝ ξ1/3 , (3.23)

ãäå ξ = ln(ΛRc).
Äî ñèõ ïîð ìû èìåëè â âèäó ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêàn ðàâíî åäèíèöå. Ëåãêî

îáîáùèòü ïðèâåäåííûé àíàëèç íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà êîìïîíåíòn ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ýòî íåñêîëüêî
èçìåíèò êîýôôèöèåíòû â ðàññìîòðåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ, íî àñèìïòîòè÷åñêèå çàêîíû (3.16,3.18,3.23) èb →
const îñòàþòñÿ â íåïðèêîñíîâåííîñòè. Òàêèì îáðàçîì, óíèâåðñàëüíûìè îêàçûâàþòñÿ ñòåïåíè ëîãàðèôìà â ýòèõ
àñèìïòîòè÷åñêèõ çàêîíàõ.

Òðèêðèòè÷åñêàÿ òî÷êà

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíò a â ðàçëîæåíèè Ëàíäàó (3.1,3.2) ÿâëÿåòñÿ àíî-
ìàëüíî ìàëûì. Åñëè èìååòñÿ ñèììåòðèÿ, êîòîðàÿ äåëàåò ôóíêöèîíàë Ëàíäàó èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî
èçìåíåíèÿ çíàêà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ϕ → −ϕ, òî a ÿâëÿåòñÿ ìàëûì â îêðåñòíîñòè ëèíèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ
âòîðîãî ðîäà íà P − T äèàãðàììå ñèñòåìû, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåìa = 0. Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà
è êîýôôèöèåíò λ â (3.2) òàêæå ÿâëÿåòñÿ àíîìàëüíî ìàëûì. Ýòî ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè íåêîòîðûõ èçîëè-
ðîâàííûõ òî÷åê íà P − T äèàãðàììå ñèñòåìû, â êîòîðûõ îáà êîýôôèöèåíòàa è λ îáðàùàþòñÿ â íîëü. Òàêèå
òî÷êè íàçûâàþòñÿ òðèêðèòè÷åñêèìè, îêðåñòíîñòü òðèêðèòè÷åñêîé òî÷êè òðåáóåò îñîáîãî ðàññìîòðåíèÿ. Ïðå-
æäå âñåãî, íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè Ëàíäàó, øåñòîãî ïîðÿäêà
ïî ïàðàìåòðó ïîðÿäêà:

F6 =
∫

d3r
λ6

6!
ϕ6 , (3.24)

êîòîðûé íàäî äîáàâèòü ê (3.1,3.2). Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîëàãàòüλ6 > 0.
Íåñëîæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ôàçîâóþ äèàãðàììó ñèñòåìû â ðàìêàõ òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ. Ôóíêöèîíàë Ëàí-

äàó F2 + F4 + F6 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ýêñòðåìóìà äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

(a + λϕ2/6 + λ6ϕ
4/5!)ϕ = 0 .
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Ðèñ. 13: Ïåðâûå ïîïðàâêè ê ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè è ÷åòâåðíîé âåðøèííîé ôóíêöèè.
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Ðèñ. 14: Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé âêëàä â ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå è îïðåäåëÿÿ çàòåì àáñîëþòíûé ìèíèìóìF2+F4+F6, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ôàçîâîé
äèàãðàììå. Ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõa ýòîò ìèíèìóì ñîîòâåòñòâóåòϕ = 0, òî åñòü â ýòîé îáëàñòè ðåàëèçó-
åòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ ôàçà. Åñëè λ > 0, òî ïðè óìåíüøåíèè a â òî÷êå a = 0 ïðîèñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä âòîðîãî
ðîäà (òî åñòü ïðè èçìåíåíèè a ñðåäíåå 〈ϕ〉 ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî). Åñëè λ < 0, òî ôàçîâûé ïåðåõîä ïðîèñõîäèò
â òî÷êå a = 5λ2/(8λ6) è ñîïðîâîæäàåòñÿ ñêà÷êîì 〈ϕ〉, òî åñòü îí ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûì ïåðåõîäîì ïåðâîãî ðîäà.
Òàêèì îáðàçîì òî÷êà a = 0, λ = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé îêîí÷àíèÿ ëèíèè ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà, ñ êîòîðîé íà÷èíà-
åòñÿ ëèíèÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ïåðâîãî ðîäà. È ïðè ó÷åòå ôëóêòóàöèé ñîõðàíÿåòñÿ òà æå òîïîëîãèÿ: íàP − T
äèàãðàììå ñèñòåìû òðèêðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàçäåëÿþò ëèíèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ íà ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ôàçîâûì ïåðåõîäàì ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ.
Ïîñòðîèì òåïåðü òåîðèþ âîçìóùåíèé äëÿ îêðåñòíîñòè òðèêðèòè÷åñêîé òî÷êè. Ìû íà÷èíàåì ñ ñàìîé òðè-

êðèòè÷åñêîé òî÷êè, êîãäà a = λ = 0. Òîãäà çàòðàâî÷íàÿ ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñëåäóþùèé
âèä

G0(r) =
∫

d3q

(2π)3
T

bq2
exp(iqr) =

T

4πbr
. (3.25)

Ðàçëîæåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé èäåò ïî ÷ëåíó âçàèìîäåéñòâèÿ (3.24), ÷òî äàåò ðÿä ïîλ6. ×ëåíàì ðàçëîæå-
íèÿ â ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé ñîîòâåòñòâóþò äèàãðàììû ñ ëèíèÿìè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèè (3.25)
è ñ âåðøèíàìè øåñòîãî ïîðÿäêà, êàæäîé èç êîòîðûõ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæèòåëüλ6. Ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê ïàð-
íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 13. Íà òîì æå ðèñóíêå ïðèâåäåí ôðàãìåíò äèàãðàììû
äëÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, êîòîðûé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê ïåðâóþ ïîïðàâêó ê ÷åòâåðíîé
âåðøèííîé ôóíêöèè. Ýòà ïîïðàâêà ñîäåðæèò ïåòëþ, êîòîðàÿ àíàëèòè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ, êàê

G0(0) =
∫

d3q

(2π)3
T

bq2
,

òî åñòü ÿâëÿåòñÿ óëüòðàôèîëåòîâî ðàñõîäÿùèìñÿ èíòåãðàëîì. Ìû óæå çíàåì, ÷òî òàêîãî ðîäà èíòåãðàëû íàäî
âêëþ÷àòü â ïåðåîïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû, â äàííîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòàλ ïðè ϕ4 â ðàçëîæåíèè
Ëàíäàó. Òî æå îòíîñèòñÿ è ê ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîìó áëîêó, ïðåäñòàâëåííîìó íà ïåðâîé äèàãðàììå íà
ðèñóíêå 13: îí ñîäåðæèò óëüòðàôèîëåòîâûå ðàñõîäèìîñòè, êîòîðûå ñëåäóåò âêëþ÷èòü â ïåðåîïðåäåëåíèåa, òî
åñòü òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà.
Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé âêëàä â ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ èìååò âòîðîé ïîðÿ-

äîê ïî λ6. Åäèíñòâåííàÿ íåòðèâèàëüíàÿ äèàãðàììà äëÿ ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè â ýòîì ïîðÿäêå
ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 14. Ñîîòâåòñòâóþùåå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå èìååò âèä

Σ(r) =
λ2

6

120T 2
G5

0 , (3.26)

ãäå îïðåäåëåíèå Σ ñîîòâåòñòâóåò (2.13). Äåëàÿ Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå è ïîäñòàâëÿÿ (3.25), ìû íàõîäèì

Σ(2)(q) =
λ2

6T
3

120(4π)5b5

∫
d3r

r5
exp(−iqr) .
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Ðèñ. 15: Ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê øåñòåðíîé âåðøèííîé ôóíêöèè.
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Ðèñ. 16: Ïîïðàâêà ê øåñòåðíîé âåðøèííîé ôóíêöèè, ñîäåðæàùàÿξ2.

Ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò óëüòðàôèîëåòîâóþ ðàñõîäèìîñòü (ïðè ìàëûõr), êîòîðóþ íàäî âêëþ÷èòü â ïåðåîïðå-
äåëåíèå a. Âû÷èòàÿ ýòó ðàñõîäèìîñòü, òî åñòü äåëàÿ çàìåíó exp(−iqr) → exp(−iqr) − 1 â ïðèâåäåííîì âûøå
èíòåãðàëå, ìû íàõîäèì

Σ(2)(q) = − λ2
6T

3q2

720(4π)4b5
ln

(
Λ
q

)
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.5) ýòîò âêëàä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ñëåäóþùóþ ïîïðàâêó ê ïàðàìåòðób:

∆b =
λ2

6T
4

720(4π)4b5
ln

(
Λ
q

)
. (3.27)

Ñëåäóÿ òîé æå ëîãèêå, ÷òî è ðàíåå, ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ øåñòåðíîé âåðøèííîé ôóíêöèè, êî-
òîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé íåïðèâîäèìûõ äèàãðàìì, êîòîðûå íåëüçÿ ðàçðåçàòü íà äâå ÷àñòè âäîëü îäíîé
ëèíèè, è ê êàæäîé èç êîòîðûõ ìîæíî ïðèñîåäèíèòü6 `íîã' (âíåøíèõ ëèíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõG-ôóíêöèè). Â
r-ïðåäñòàâëåíèè øåñòåðíàÿ âåðøèííàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò êîîðäèíàòri øåñòè òî÷åê (èç êîòîðûõ `èñõîäÿò'
G-ëèíèè), òî÷íåå (â îäíîðîäíîì ñëó÷àå) îò ïÿòè âåêòîðîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàçíîñòÿìè òèïàr1 − r2. Ìû
áóäåì èçó÷àòü Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå âåðøèííîé ôóíêöèè ïî ðàçíîñòÿì êîîðäèíàò, ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå âîëíîâûå
âåêòîðà â ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè îäíîãî ïîðÿäêà,∼ q. Ýòîò îáúåêò ìû áóäåì îáîçíà÷àòü λ6r. Íóëåâîé âêëàä â
λ6r ñîâïàäàåò ïðîñòî ñ λ6 (è íå ñîäåðæèò çàâèñèìîñòè îò âîëíîâûõ âåêòîðîâ), à âêëàäû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà
ïðîïîðöèîíàëüíû ñòåïåíÿì λ6.
Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ïîïðàâêó êλ6r, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ äèàãðàììîé, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 15. Àíà-

ëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé äèàãðàììå, èìååò ñëåäóþùèé âèä

λ
(1)
6r = −5λ2

6r

3T

∫
d3r exp(−iqr)G3

0(r) .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (3.25), ìû íàõîäèì

λ
(1)
6r = − 5λ2

6T
2

48π2b3
ξ , (3.28)

ãäå ξ = ln(Λ/q). Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê λ6r ñîäåðæèò â ñåáå ëîãàðèôì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì
â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîïðàâêàì áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà êλ6r. Ïðèìåðû ïîïðàâîê
òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî λ6 ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 16 è 17. Ïðè ýòîì äèàãðàììà, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñóíêå 16, äàåò
ïîïðàâêó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ êâàäðàòó ëîãàðèôìàln(Λ/q), â òî âðåìÿ êàê äèàãðàììà, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñóíêå
17, ñîäåðæèò ëèøü ïåðâóþ ñòåïåíü ýòîãî ëîãàðèôìà.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ñèòóàöèåé, ïîäîáíîé òîé, êîòîðàÿ âîçíèêëà ïðè àíàëèçå ðÿäà òåîðèè

âîçìóùåíèé äëÿ âåðøèíû λ. Ïîýòîìó äàëüøå ìîæíî äâèãàòüñÿ â òîì æå íàïðàâëåíèè, îòáèðàÿ ãëàâíóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãðàìì äëÿ λ6r, äàþùèõ ñòàðøèå ñòåïåíè ëîãàðèôìîâ. Íåñëîæíî ñîîáðàçèòü, ÷òî, êàê è
ðàíüøå, äëÿ äèàãðàììû äàííîãî ïîðÿäêà ãëàâíûé ïî ξ âêëàä â λr ïðîèñõîäèò èç îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ,
êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùåé èåðàðõèåé ðàññòîÿíèé ìåæäó âåðøèíàìèΛ−1 ¿ r1 ¿ r2 ¿ . . . q−1. Ïðè
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Ðèñ. 17: Ïîïðàâêà ê øåñòåðíîé âåðøèííîé ôóíêöèè, íå ñîäåðæàùàÿξ2.
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Ðèñ. 18: Óðàâíåíèå äëÿ ðåíîðìèðîâàííîé êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿλ6.

ýòîì êàæäîìó ðàññòîÿíèþ â ýòîé èåðàðõèè äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü òðèG-ëèíèè (èíà÷å ïðè èíòåãðèðîâàíèè
ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ðàññòîÿíèþ ëîãàðèôì íå áóäåò ïðîèçâåäåí). Îòíþäü íå âñÿêàÿ äèàãðàììà äîïóñêàåò óäî-
âëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì. Íàïðèìåð, äèàãðàììà, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñóíêå 16, ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò (è
äàåò ξ2), à äèàãðàììà, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñóíêå 17, íå óäîâëåòâîðÿåò, íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå ñàìîïåðåñå÷åíèé
(è äàåò òîëüêî ïåðâóþ ñòåïåíü ξ).
Âûäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãðàìì, äàþùèõ ãëàâíûå ñòåïåíè ëîãàðèôìà. Â ñèëó ñôîðìóëèðîâàííîé

èåðàðõèè â ãëàâíîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íà êàæäîé òàêîé äèàãðàììå ìîæíî âûäåëèòü òðîéêóG-ëèíèé ñ
íàèáîëüøåé äëèíîé. Òîãäà áëîêè ñëåâà è ñïðàâà îò ýòîé ïåòëè òàêæå áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé âêëàäû â âåð-
øèííóþ ôóíêöèþ, íî õàðàêòåðèçóåìûå ìåíüøèìè ðàçìåðàìè. Ïðè ñóììèðîâàíèè ãëàâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äèàãðàìì ýòè áëîêè ñîáåðóòñÿ â ïîëíûå âåðøèííûå ôóíêöèè (òî÷íåå, âλr), êîòîðûå áóäóò çàâèñåòü îò ln(ΛR),
ãäå R � ðàññòîÿíèå ìåæäó áëîêàìè. È, íàêîíåö, íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïîln(Rq). Â ðåçóëüòàòå
ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ, êîòîðîå â äèàãðàììíîì âèäå ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêå 18, ãäå ðåíîðìèðîâàííàÿ
êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ λ6r îáîçíà÷åíà ÷åðíûì êðóãîì. Â àíàëèòè÷åñêîì âèäå (â ãëàâíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì
ïðèáëèæåíèè) ýòî óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

λ6r(ξ) = λ6 − 5T 2

48π2b3

ξ∫

0

dξ′λ2
6r(ξ

′) , (3.29)

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (3.29) ýêâèâàëåíòíî äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dλ6r/dξ = − 5T 2

48π2b3
λ2

6r , (3.30)

êîòîðîå èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå

λ6r(ξ) = λ6

(
1 +

5T 2λ6

48π2b3
ξ

)−1

, (3.31)

ãäå ξ = ln(Λ/q). Â ïðåäåëå ξ À b3/(T 2λ6) ìû íàõîäèì ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó

λ6r(ξ) ∝ ξ−1 , (3.32)

àíàëîãè÷íî (3.16).
Äàëåå ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòáðîøåííûå äèàãðàììû (òî÷íåå, áëîêè â êîòîðûõ ãëàâíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñîáðàíû â ðåíîðìèðîâàííóþ âåðøèíó) äàþò ìàëûå ïîïðàâêè ê øåñòåðíîé âåðøèíå. Ýòî äàåò îáîñíîâàíèå
ïðèâåäåííîãî îòâåòà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñõåìó, êîòîðàÿ âåñüìà áëèçêà ê ñóììèðîâàíèþ ïàðêåòíûõ
äèàãðàìì, è äàåò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ðåíîðìèðîâêó ýôôåêòèâíîé êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ íåïîñðåäñòâåííî â
òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Òåïåðü ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ðåíîðìèðîâêó êîýôôèöèåíòîâ a, b è λ, âõîäÿùèõ â ôóíêöèîíàë Ëàíäàó

F2 + F4 + F6. Èõ èññëåäîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ òàêæå, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ ñàìîé âåðøèííîé ôóíêöèèλ6 (è
â ïîëíîé àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ ïàðêåòíûõ äèàãðàìì). À èìåííî, äëÿ êàæäîãî îáúåêòà ìû
äîëæíû âûäåëèòü ãëàâíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãðàìì è ïðîñóììèðîâàòü åå. Âûäåëåíèå èäåò ïî ñòåïåíÿì
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Ðèñ. 19: Óðàâíåíèå äëÿ ðåíîðìèðîâàííîé êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿλ.

ëîãàðèôìà, êîòîðûå ïðîèçâîäÿò `ïó÷êè' èç òðåõG-ëèíèé. Îïÿòü-òàêè, ñòàðøèå ñòåïåíè ëîãàðèôìà ïðîèçâî-
äÿò äèàãðàììû, â êîòîðûõ èìååòñÿ èåðàðõèÿ ðàçìåðîâG-ëèíèé. Âûäåëÿÿ ñå÷åíèå ñ ìàêñèìàëüíûì ðàçìåðîì
G-ëèíèé è ñóììèðóÿ áëîêè ñëåâà è ñïðàâà îò ýòîãî ñå÷åíèÿ, ìû ïîëó÷àåì äëÿ ðåíîðìèðîâàííîé ÷åòâåðíîé
âåðøèííîé ôóíêöèè λr óðàâíåíèå, â äèàãðàììíîì âèäå ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñóíêå 19, ãäå, êàê è âûøå, ìàëûé
êðóæîê ïðåäñòàâëÿåò çàòðàâî÷íîå çíà÷åíèå λ, à áîëüøîé � ðåíîðìèðîâàííîå çíà÷åíèå λr. Ýòî äèàãðàììíîå
óðàâíåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëü-
íîìó

dλr

dξ
= − T 2λ6r

96π2b3
λr , (3.33)

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

λr = λ

(
1 +

5T 2λ6

48π2b3
ξ

)−2/5

, (3.34)

òî åñòü â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå λr ∝ ξ−2/5. Òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü è óðàâíåíèå äëÿ b. Âûäåëÿÿ ñå÷åíèå
ñ ìàêñèìàëüíûì ðàçìåðîì G-ëèíèé è ñóììèðóÿ áëîêè ñëåâà è ñïðàâà îò ýòîãî ñå÷åíèÿ, ìû ïîëó÷àåì äëÿ
ïîïðàâêè ê b âûðàæåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàììîé, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 14, ãäå çàòðàâî÷íûå
âåðøèííûå ôóíêöèè λ6 ñëåäóåò çàìåíèòü íà ðåíîðìèðîâàííûå λ6r. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå, êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó

dbr

dξ
=

T 4λ2
r

5 · 32 · 28π4b5
r

. (3.35)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå (òî åñòü ïðèξ →∞) br âûõîäèò íà êîíñòàíòó. Ýòî îïðàâäûâàåò
íàøè âû÷èñëåíèÿ, â êîòîðûõ ìû ñ÷èòàëè b êîíñòàíòîé.
Èíòåðåñíî, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïîïðàâîê ê ïàðàìåòðóa íåò, êàê íåò èõ è êîýôôèöèåíòó ïðîïîðöèîíàëüíî-

ñòè α. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîïðàâêè ê ýòîì âåëè÷èíàì ìàëû. Äàëåå, àíîìàëüíûé âêëàä â òåïëîåìêîñòü îïðåäåëÿ-
åòñÿ òîé æå äèàãðàììîé, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 12. Ñîîòâåòñòâóþùåå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ïðîïîð-
öèîíàëüíî

∫
d3r G2(r) ∝ Rc, ãäå Rc � êðèòè÷åñêèé ðàäèóñ. Òàêèì îáðàçîì, ñèíãóëÿðíûé âêëàä â òåïëîåìêîñòü

âåäåò ñåáÿ ∝ |a|−1/2 ïðè λ > 0. Ýòîò çàêîí (ïðè äàííîì λ) ñïðàâåäëèâ äî òåõ ïîð, ïîêà íå ñòàíåò ñóùåñòâåííûì
âêëàä ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. ×òîáû íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèé ìàñøòàá, íàäî ñðàâíèòüλ6rG(r) ñ λr, îòêóäà ìû
íàõîäèì ìàñøòàá Tλ6r/(bλr). Åñëè Rc ïðåâûøàåò ýòîò ìàñøòàá, òî ñèñòåìà âûõîäèò íà ïîâåäåíèå, õàðàêòåðíîå
äëÿ îáû÷íîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà (îíî èññëåäóåòñÿ â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ). Ïðèλ < 0 íàëè÷èå
ïåðåõîäà ïåðâîãî ðîäà íå ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòüñÿ çàêîíó∝ |a|−1/2????.

4. ÐÅÍÎÐÌ-ÃÐÓÏÏÀ, ε-ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ

Ìû íà÷èíàåì ýòîò ïàðàãðàô ñ ïåðåâûâîäà ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïàðàãðàôå 3, èñïîëüçóÿ íåñêîëüêî
èíîé ÿçûê, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì è äîïóñêàåò øèðîêîå îáîáùåíèå. Ðå÷ü èäåò î òàê íàçûâàåìîì
ìåòîäå ðåíîðì-ãðóïïû, êîòîðûé áûë ïåðâîíà÷àëüíî ñôîðìóëèðîâàí â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, íî íàøåë âåñüìà
øèðîêîå ïðèìåíåíèå â çàäà÷àõ, âîçíèêàþùèõ â òåîðèè êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ.
Íàïîìíèì, ÷òî ïðîáëåìà, êîòîðóþ ìû ðàññìàòðèâàëè â ïàðàãðàôå 3, çàäàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì Ëàíäàó

F =
∫

d4r

{
a

2
ϕ2 +

b

2
(∇ϕ)2 +

λ

24
(
ϕ2

)2
}

, (4.1)

ãäå ϕ � n-êîìïîíåíòíûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà è

ϕ2 ≡
n∑
1

ϕ2
b .



29

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà d áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ ïðîèçâîëüíîé, â òîì ÷èñëå îíà ìîæåò áûòü äðîáíîé. Â
ýòîì ñëó÷àå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ϕ ìîãóò áûòü â ïðèíöèïå îïðåäåëåíû â ðåçóëüòàòå àíàëèòè÷åñêîãî
ïðîäîëæåíèÿ ñ öåëûõ çíà÷åíèé d. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî çàäà÷à ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå `óëüòðàôèîëåòîâîé'
îáðåçêè (ïðåäåëüíîãî âîëíîâîãî âåêòîðà)Λ.
Êàê ìû âèäåëè ïðè àíàëèçå äèàãðàììíîãî ðàçëîæåíèÿ â ïàðàãðàôå 3, â ðàçìåðíîñòèd = 4 êîððåëÿöèîííûå

ôóíêöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà íà íåêîòîðîì ìàñøòàáå r ïåðåíîðìèðóþòñÿ çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ϕ íà ýòîì
ìàñøòàáå ñ ôëóêòóàöèÿìè ϕ, èìåþùèìè âîëíîâûå âåêòîðà q â èíòåðâàëå r−1 < q < Λ. Âîîáùå ãîâîðÿ, ðåíîð-
ìèðîâêà êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ìîæåò îêàçàòüñÿ çíà÷èòåëüíîé. Òåì íå ìåíåå, êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ
îñòàåòñÿ ìàëîé. Ïîýòîìó ìû îæèäàåì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ñ ôëóêòóàöèÿìè èç îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ôàçîâî-
ãî ïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîäèò òîëüêî íåáîëüøóþ ðåíîðìèðîâêó êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé íà äàííîì ìàñøòàáå
r. Ýòî ñîîáðàæåíèå ìîòèâèðóåò ñëåäóþùóþ ìíîãîøàãîâóþ ïðîöåäóðó, èìåþùóþ öåëüþ ïîñòåïåííîå (øàã çà
øàãîì) âû÷èñëåíèå ïîïðàâîê ê êîððåëÿöèîííûì ôóíêöèÿì.
Ðàçîáüåì ïàðàìåòð ïîðÿäêà íà äâà ñëàãàåìûõ, `ìåäëåííóþ' ÷àñòüϕ′ è `áûñòðóþ' ÷àñòü ϕ̃:

ϕ = ϕ′ + ϕ̃ . (4.2)
Çäåñü ϕ̃ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé Ôóðüå-ãàðìîíèê ñ ñàìûìè áîëüøèìè âîëíîâûìè âåêòîðàìè, àϕ′ ñîäåðæèò âñå îñòàëü-
íûå Ôóðüå-ãàðìîíèêè. Äàëåå, ìû ñîáèðàåìñÿ èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ áûñòðûå ñòåïåíè ñâîáîäû, ïðîèíòå-
ãðèðîâàâ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ exp(−F/T ) ïî ϕ̃:

exp
[
−F

′(ϕ′)
T

]
=

∫
Dϕ̃ exp

[
−F(ϕ′ + ϕ̃)

T

]
. (4.3)

Çäåñü F ′ èìååò ñìûñë ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó äëÿ `ìåäëåííîé' ÷àñòè ïàðàìåòðà ïîðÿäêàϕ′. Ýòîò ôóíêöèîíàë
ñîäåðæèò â ñåáå ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
ìàñøòàáàõ (èëè íà äîñòàòî÷íî ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðàõ), ñîäåðæàùèõñÿ âϕ′. Ñêàæåì, â òåðìèíàõ F ′ ìîæíî
çàïèñàòü ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

G(r) =
∫
Dϕ̃′ exp

[
−F

′(ϕ′)
T

]
ϕ′(r)ϕ′(0) , (4.4)

ïðè óñëîâèè Λr À 1, òàê êàê âêëàä âG(r) îò áûñòðûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðåæèìûì. Ïðîäåëûâàÿ
ïðîöåäóðó èñêëþ÷åíèÿ áûñòðûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû (4.3) ñíîâà è ñíîâà, ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ
âñå Ôóðüå-ãàðìîíèêè ϕ ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè â èíòåðâàëå r−1 < q < Λ. Ïîñëå ýòîãî óæå ìîæíî áóäåò âû÷èñ-
ëÿòü êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ (4.4) â ðàìêàõ îáû÷íîé òåîðèè âîçìóùåíèé, ïðè÷åì â ñèëó ìàëîñòè êîíñòàíòû
âçàèìîäåéñòâèÿ ãëàâíûì áóäåò íóëåâîå ïðèáëèæåíèå (îïðåäåëÿåìîå êâàäðàòè÷íîé ÷àñòüþ ôóíêöèîíàëà Ëàí-
äàó).
Ðàçóìååòñÿ, F ′, âû÷èñëåííîå â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.3), îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîãî ôóíêöèîíàëàF . Íî åñëè ôà-

çîâûé îáúåì ϕ̃ äîñòàòî÷íî ìàë, òî è ïîïðàâêà F ′(ϕ′) − F(ϕ′) áóäåò ìàëà è åå ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî òåîðèè
âîçìóùåíèé. Ýòî ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ïàðàìåòðû, âõîäÿùèå â ôóíêöèîíàë Ëàíäàó, áóäóò ïîñòåïåííî ìåíÿòüñÿ
ïðè ïðèìåíåíèè ââåäåííîé ìíîãîøàãîâîé ïðîöåäóðû. Òàêîå èçìåíåíèå ìîæåò áûòü îïèñàíî â ðàìêàõ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ðåíîðì-ãðóïïîâûìè (ÐÃ) óðàâíåíèÿìè. Ìû
íà÷èíàåì ñ âûâîäà ÐÃ-óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó (4.1) â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòèd = 4.
Ñíà÷àëà ìû äîëæíû áîëåå àêêóðàòíî îïðåäåëèòü ðàçäåëåíèå ñòåïåíåé ñâîáîäû (4.2), ïðîèçâîäèìîãî íà åäè-

íè÷íîì øàãå ââåäåííîé ïðîöåäóðû. Ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî áûñòðûé âêëàäϕ̃ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé Ôóðüå-ãàðìîíèê
ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìèΛ′ < q < Λ, òîãäà ìåäëåííàÿ êîìïîíåíòàϕ′ áóäåò ñóììîé Ôóðüå-ãàðìîíèê ñ âîëíîâûìè
âåêòîðàìè q < Λ′. Ìû ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

Λ À Λ′ , (4.5)
g ln(Λ/Λ′) ¿ 1 , (4.6)

ãäå g � áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè, ââåäåííàÿ â ïàðàãðàôå 2 (ñìîòðè òàêæå íèæå). Êîíå÷íî, óñëîâèÿ (4.5)
è (4.6) ñîâìåñòíû, òîëüêî åñëè êîíñòàíòà ñâÿçè ìàëà, g ¿ 1, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè òåõíèêè
ÐÃ. Óñëîâèå (4.6) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíîå ðàçëîæåíèå â ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé, à óñëîâèå (4.5)
ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü îòáîð ðàçëè÷íûõ âêëàäîâ ïî áîëüøîìó ëîãàðèôìóln(Λ/Λ′).
Ïîäñòàâëÿÿ ñóììó (4.2) â (4.1) ìû íàõîäèì

F = F(ϕ′) + F (2)
int + F (2)(ϕ̃) + . . . , (4.7)

F (2)
int =

∫
d4r

{
λ

12
ϕ′2ϕ̃2 +

λ

6
(ϕ′ϕ̃)2 +

a

2
ϕ̃2

}
, (4.8)

F (2)(ϕ̃) =
∫

d4r
b

2
(∇ϕ̃)2 , (4.9)
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ãäå . . . îáîçíà÷àåò ðÿä îïóùåííûõ ÷ëåíîâ. Ìû îïóñòèëè ÷ëåí
∫

d4r
λ

6
(ϕ̃ϕ′)ϕ′2 ,

òàê êàê îí íå ìîæåò ïðîèçâîäèòü ïîïðàâêè êF , ïðîïîðöèîíàëüíûå áîëüøîìó ëîãàðèôìó ln(Λ/Λ′) â ñèëó òîãî,
÷òî ýòîò ÷ëåí îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî äëÿ Ôóðüå-ãàðìîíèê ϕ̃ ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè q, áëèçêèìè ê Λ′. Ìû
ïðåíåáðåãëè â (4.7) òàêæå ÷ëåíàìè òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïîϕ̃, òàê êàê îíè ïðîèçâîäÿò ìàëûå ïîïðàâêè
ê ôóíêöèîíàëó Ëàíäàó ïðè èíòåãðèðîâàíèè (4.3) â ñèëó óñëîâèÿ (4.6).
Ïîäñòàâëÿÿ (4.8) â (4.3) ìû ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

exp
[
−F

′(ϕ′)−F(ϕ′)
T

]
=

∫
Dϕ̃ exp

[
−F(ϕ̃) + Fint

T

]
. (4.10)

Â ñèëó óñëîâèÿ (4.6) ðàçíîñòüF ′(ϕ′)−F(ϕ′) ìàëà è ìû ìîæåì ðàçëîæèòü ýêñïîíåíòó â ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ
(4.10) ïî ýòîé ðàçíîñòè. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì ìîæíî ðàçëîæèòü ïðàâóþ ÷àñòü (4.10) ïîF (2)

int . Â ðåçóëüòàòå ìû
ïîëó÷àåì

F ′(ϕ′)−F(ϕ′) =
〈
F (2)

int

〉
− 1

2T

〈〈(
F (2)

int

)2
〉〉

. (4.11)

Çäåñü óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî ñòàòèñòèêå áûñòðûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ìû óäåðæàëè â ïðàâîé
÷àñòè (4.11) äâà ïåðâûõ ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíòû ïîF (2)

int . Âîîáùå ãîâîðÿ, íàäî áûòü àêêóðàòíûì ñ ïîðÿä-
êîì ðàçëîæåíèÿ. Íàïðèìåð, ïðèâîäèìûé âêëàä 〈F (2)

int 〉2, âîçíèêàþùèé èç ÷ëåíà âòîðîãî ïîðÿäêà â ðàçëîæåíèè
ïðàâîé ÷àñòè (4.10), ñîîòíîñèòñÿ (êàê ýòî âèäíî èç ïåðâîé ïîïðàâêè 〈F (2)

int 〉) ñî âòîðûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ
ýêñïîíåíòû â ëåâîé ÷àñòè (4.10). Ïîýòîìó ìû èñêëþ÷èëè â (4.11) ýòîò ïðèâîäèìûé âêëàä, îñòàâèâ òîëüêî
íåïðèâîäèìûé ÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà (îáîçíà÷åííûé äâîéíûìè óãëîâûìè ñêîáêàìè).
Â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ïî êîíñòàíòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàòèñòèêà áûñòðûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû îïðåäåëÿåòñÿ

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

P(ϕ̃) ∝ exp
[
−F

(2)(ϕ̃)
T

]
, (4.12)

îïðåäåëÿåìîé êâàäðàòè÷íîé ÷àñòüþ ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó. Òàê êàê ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (4.12) ÿâëÿåòñÿ
Ãàóññîâîé, âñå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ϕ̃ ñâîäÿòñÿ ê ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè G̃:

〈ϕ̃a(r1)ϕ̃b(r2)〉 = G̃(r1 − r2)δab .

Ôóíêöèÿ G̃ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà, èñõîäÿ èç (4.12):

G̃(r) =

Λ∫

Λ′

d4q

(2π)4
T

bq2
exp(iqr) ≈ T

4π2br2
, (4.13)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå (â r-ïðåäñòàâëåíèè) ñïðàâåäëèâî ïðèΛ′−1 > r > Λ−1.
Â ñèëó òîé æå Ãàóññîâîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (4.12) ìîæíî ëåãêî ÿâíî âûïèñàòü âñå ñðåäíèå

â (4.11). Íàïðèìåð
〈
F (2)

int

〉
=

∫
d4r

λ

12
(n + 2)ϕ′2

〈
ϕ̃2

1

〉
+ . . . , (4.14)

ãäå ìû ïðèíÿëè âî âíèìàíèå, ÷òî 〈ϕ̃aϕ̃b〉 ∝ δab. Ñðåäíåå
〈
ϕ̃2

1

〉
ôèãóðèðóþùåå â (4.14), ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ

èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèÿ (4.13):

〈
ϕ̃2

1

〉
=

Λ∫

Λ′

d4q

(2π)4
T

bq2
.

Ýòî `óëüòðàôèîëåòîâûé' âêëàä (ñèäÿùèé íà âåðõíåì ïðåäåëå èíòåãðèðîâàíèÿ), êîòîðûé ñëåäóåò âêëþ÷èòü â
ïåðåîïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïåðåõîäàTc.
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Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì êî âòîðîìó ÷ëåíó â ñîîòíîøåíèè (4.11). Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî âûðàæåíèå (4.8) ìû ïîëó÷àåì

F ′(ϕ′)−F(ϕ′) ← − 1
T

∫
d4r1 dr2 G̃2(r1 − r2)

{
(n + 8)λ2

4 · 27
ϕ′2(r1)ϕ′

2(r2) +
(n + 2)λa

12
ϕ′2(r1) +

na2

4

}
. (4.15)

Ôóíêöèÿ G̃(r) çàòóõàåò, íà÷èíàÿ ñ ìàñøòàáà Λ′−1, â òî âðåìÿ êàê ïîëå ϕ′ èçìåíÿåòñÿ íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ.
Ïîýòîìó â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ìû ìîæåì ïîäñòàâèòüϕ′2(r2) → ϕ′2(r1) â ïåðâîì ÷ëåíå â (4.15), â ðåçóëüòàòå
ìû íàõîäèì ñëåäóþùèé âêëàä

F ′ −F ← − λ2

36T

∫
d4r ϕ′4(r)

∫
d4R G̃2(R) . (4.16)

Èíòåãðàë çäåñü ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè (4.13):
∫

d4r G̃2(R) ≈ T 2S4

(2π)4b2
∆ξ , (4.17)

ãäå ∆ξ = ln(Λ/Λ′), à S4 = 2π2 � ïîâåðõíîñòü åäèíè÷íîé ñôåðû â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêèì îáðàçîì,
âêëàä (4.16) ñîäåðæèò áîëüøîé ëîãàðèôì. Ñòðóêòóðà âêëàäà (4.16) ïîêàçûâàåò, ÷òî çà åãî ñ÷åò ðåíîðìèðóåòñÿ
÷ëåí ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â ôóíêöèîíàëå Ëàíäàó, ýòó ðåíîðìèðîâêó ìîæíî çàâèñàòü â âèäå ïîïðàâêè ê ôàêòîðó
λ:

∆λ = −n + 8
6

S4

(2π)4
T

b2
λ2∆ξ . (4.18)

Äàëåå, èñïîëüçóÿ (4.17), ìû ìîæåì íàéòè äîïîëíèòåëüíûå âêëàäû âF ′ − F ïðîèñõîäÿùèå èç (4.15). Îäèí èç
íèõ äàåò ðåíîðìèðîâêó a, ïîïðàâêà ê ýòîìó ïàðàìåòðó ðàâíà

∆a = −n + 2
6

S4

(2π)4
T

b2
λa∆ξ . (4.19)

È, íàêîíåö, ïîñëåäíèé âêëàä äàåò ðåíîðìèðîâêó ñâîáîäíîé ýíåðãèè

∆F = −na2

4
S4

(2π)4
T

b2
∆ξ . (4.20)

Ìû ðàññìîòðåëè åäèíè÷íûé øàã. Åñëè òåïåðü ïîâòîðèòü åãî ìíîãîêðàòíî, òî ôóíêöèîíàë Ëàíäàó ñîõðàíèò
ñâîþ ôîðìó (êàê ñëåäóåò èç ïðîäåëàííîãî âûøå àíàëèçà), íî êîýôôèöèåíòûa è λ áóäóò ïîñòåïåííî èçìåíÿòüñÿ
ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì èñêëþ÷åíèè áûñòðûõ ïåðåìåííûõ. Òàê êàê ïîïðàâêè (4.18,4.19) ìàëû íà êàæäîì øàãå
íàøåé ïðîöåäóðû, ìû ìîæåì îïèñûâàòü âàðèàöèèa, λ è ñâîáîäíîé ýíåðãèè F â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

dλ

dξ
= −n + 8

6
S4

(2π)4
T

b2
λ2 , (4.21)

da

dξ
= −n + 2

6
S4

(2π)4
T

b2
λa , (4.22)

dF

dξ
= −na2

4
S4

(2π)4
T

b2
, (4.23)

ñëåäóþùèõ èç (4.19,4.18,4.20). Çäåñü ξ = ln(Λ/Λ′), ãäå Λ′ � òåêóùàÿ îáðåçêà (òî åñòü ìàêñèìàëüíûé âîëíîâîé
âåêòîð ϕ′). Èìåííî óðàâíåíèÿ òèïà (4.21-4.23) íàçûâàþòñÿ îáû÷íî ðåíîðì-ãðóïïîâûìè (ÐÃ). Ïîëåçíî ïåðåïè-
ñàòü ÐÃ-óðàâíåíèÿ (4.21,4.22) â òåðìèíàõ áåçðàçìåðíîé êîíñòàíòû ñâÿçèg

dg

dξ
= −g2 , (4.24)

dλ

dξ
= −gλ , (4.25)

da

dξ
= −n + 2

n + 8
ga . (4.26)

g =
n + 8

6
S4

(2π)4
T

b2
λ . (4.27)
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×èñëåííûé ìíîæèòåëü â âûðàæåíèè (4.27) ïîäîáðàí òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíò â ÐÃ-óðàâíåíèè (4.24) áûë ðàâåí
åäèíèöå. Òàê îïðåäåëåííàÿ áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè íàçûâàåòñÿ îáû÷íî èíâàðèàíòíûì çàðÿäîì. Ïîä÷åðê-
íåì, ÷òî ðàññìîòðåííûå ÐÃ-óðàâíåíèÿ îòíþäü íå ïîäðàçóìåâàþò óñëîâèå ìàëîñòègξ, ýòîò ïàðàìåòð ìîæåò áûòü
ïðîèçâîëüíûì, ÷òî è äàåò âîçìîæíîñòü ñèëüíîé ðåíîðìèðîâêè âñåõ ïàðàìåòðîâ òåîðèè.
Â ïðèáëèæåíèè, êîòîðîå áûëî èñïîëüçîâàíî âûøå (è êîòîðîå íàçûâàåòñÿ îáû÷íî îäíîïåòëåâûì), êîýôôè-

öèåíò b, êîòîðûé ôèãóðèðóåò â ãðàäèåíòíîì ÷ëåíå â (4.1), íå èçìåíÿåòñÿ. ×òîáû íàéòè åãî ðåíîðìèðîâêó,
íåîáõîäèìî ó÷åñòü ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî ϕ̃ â Fint. À èìåííî, íàäî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ÷ëåí òðå-
òüåãî ïîðÿäêà

F (3)
int =

λ

6

∫
d4r (ϕ′ϕ̃)ϕ̃2 . (4.28)

Ïîñêîëüêó 〈F (3)
int 〉 = 0, ñëåäóåò ó÷åñòü òîëüêî òîò âêëàä âF ′−F , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì ÷ëåíîì â ïðàâîé

÷àñòè (4.11). Ýòîò ÷ëåí äàåò ñëåäóþùèé âêëàä

F ′ −F ← − (n + 2)λ2

36T

∫
d4r1 d4r2 ϕ′(r1)ϕ′(r2)G̃3(r) ,

ãäå r = r2− r1. Îïÿòü-òàêè, õàðàêòåðíîå çíà÷åíèår îïðåäåëÿåòñÿ Λ′−1, â òî âðåìÿ êàê ϕ′ ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííûì
ïîëåì, êîòîðîå ìåíÿåòñÿ íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ. Ïîýòîìó â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ìû ìîæåì çàìåíèòüϕ′(r2)
íà ϕ′(r1). Òîãäà (â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè) ìû ïîëó÷èì ôàêòîð, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ `óëüòðàôèîëåòîâûì'
èíòåãðàëîì ïî q (ñèäÿùèé íà âåðõíåì ïðåäåëå), ýòîò ôàêòîð ñëåäóåò âêëþ÷èòü â ïåðåîïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû
ïåðåõîäà Tc. ×òîáû íàéòè ðåíîðìèðîâêó b, ìû äîëæíû ðàçëîæèòü ϕ′(r2) ïî r:

ϕ′(r2) = ϕ′(r1) + rα∇αϕ′(r1) +
1
2
rαrβ∇α∇βϕ′(r1) + . . .

Ïåðâûé ÷ëåí ýòîãî ðàçëîæåíèÿ íå âíîñèò âêëàä âF ′ − F (ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ èç-çà èí-
òåãðèðîâàíèÿ íå÷åòíîé ôóíêöèè ïî óãëàì). Òàêèì îáðàçîì íàäî ó÷åñòü ÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûé äàåò
âêëàä

F ′ −F ← (n + 2)λ2

9 · 32T

∫
d4r1 d4r [∇ϕ′(r1)]2G̃3(r)r2 .

Ìû ïðîèçâåëè çäåñü óñðåäíåíèå ïî óãëàì è îäèí ðàç âçÿëè èíòåãðàë ïî ÷àñòÿì. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå
(4.13), ìû íàõîäèì

∆b =
(n + 2)λ2T 2

9 · 29π4b3
∆ξ . (4.29)

Ñîîòâåòñòâóþùåå ÐÃ-óðàâíåíèå èìååò âèä

db

dξ
=

n + 2
2(n + 8)2

g2b . (4.30)

Ìû âèäèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (4.30) ïðîïîðöèîíàëüíà âòîðîé ñòåïåíè èíâàðèàíòíîãî çàðÿäàg, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âû-
ðàæåíèåì òîãî ôàêòà, ÷òî ðåíîðìèðîâêàb âîçíèêàåò òîëüêî âî âòîðîì ïîðÿäêå (â äâóõïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè).

ε-ðàçëîæåíèå

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè d = 4 − ε. Òîãäà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òó æå ðåíîðì-
ãðóïïîâóþ ïðîöåäóðó, íî òîëüêî òåïåðü ðîëü èíâàðèàíòíîãî çàðÿäà áóäåò èãðàòü êîìáèíàöèÿ

g =
n + 8

6
Sd

(2π)4
T

b2
λ(Λ′)−ε . (4.31)

Òîãäà ÐÃ-óðàâíåíèÿ (4.25,4.26,4.30) ñîõðàíÿþò ñâîþ ôîðìó, â òî âðåìÿ êàê âìåñòî (4.24) èç óïîìÿíóòûõ óðàâ-
íåíèé è îïðåäåëåíèÿ (4.31) ïîëó÷àåì

dg

dξ
= εg − g2 . (4.32)
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Ýòî óðàâíåíèå èìååò ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó g = ε, è ïîýòîìó g → ε ïðè ξ → ∞. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå
â (4.25,4.26,4.30), ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ äëÿ a, λ, b, êîòîðûå âåäóò ñåáÿ, êàê ñòåïåíè òåêóùåé îáðåçêè Λ′. Â
÷àñòíîñòè

a ∝ (T − Tc)(Λ′)(n+2)/(n+8)ε . (4.33)

Ïîñêîëüêó ìû íàøëè g ≈ ε, òî íàøà ñõåìà ðàáîòàåò òîëüêî ïðè óñëîâèè ε ¿ 1, òî åñòü äëÿ ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà d, áëèçêîé ê d = 4.
Íàéäåì ââåäåííûå íàìè â ïàðàãðàôå 2 êðèòè÷åñêèå èíäåêñû â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ïîε. Íàïîìíèì îïðå-

äåëåíèå èíäåêñîâ α è ν:

CV ∝ |T − Tc|−α , Rc ∝ |T − Tc|−ν , (4.34)

ãäå CV � òåïëîåìêîñòü èRc � êðèòè÷åñêèé ðàäèóñ. Âåëè÷èíóRc ìîæíî íàéòè, åñëè ñðàâíèòü äâà ÷ëåíà âòîðîãî
ïîðÿäêà â (4.1), òî åñòü ïîòðåáîâàòü bR−2

c ∼ a, ãäå êîýôôèöèåíòû äîëæíû áûòü âçÿòû ïðèΛ′ ∼ R−1
c . Â ïåðâîì

ïðèáëèæåíèè ïî ε ôàêòîð b ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ êîíñòàíòîé, è ìû ïîëó÷àåì èç (4.33) â ïåðâîìε ïðèáëèæåíèè

ν =
1
2

+
ε

4
n + 2
n + 8

. (4.35)

×òîáû íàéòè êðèòè÷åñêèé èíäåêñα, ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü ìîäèôèêàöèþ ñîîòíîøåíèÿ (4.23):

dF

dξ
∝ a2(Λ′)−ε . (4.36)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (4.33) è èíòåãðèðóÿ ïî ξ äî Λ′ ∼ R−1
c , ìû íàõîäèì ñèíãóëÿðíûé âêëàä â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ

Fsing ∝ (T − Tc)2R(4−n)/(n+8)ε
c .

Áåðÿ òåïåðü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî T è èñïîëüçóÿ (4.35), ìû íàõîäèì

α =
4− n

2(n + 8)
ε . (4.37)

Äàëåå, ìû ìîæåì íàéòè êðèòè÷åñêèé èíäåêñγ, ââåäåííûé ñîîòíîøåíèåì (2.36). Ïîäñòàâëÿÿ îäíîðîäíîåh â
ôîðìóëó (2.35) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíòåãðàë ïî r â ïîëó÷èâøåìñÿ âûðàæåíèè ñàäèòñÿ íà r ∼ Rc, ìû ïîëó÷àåì,
ó÷èòûâàÿ (4.34,4.35)

γ = 1 +
n + 2

2(n + 8)
ε . (4.38)

Ââåäåì òàêæå òàê íàçûâàåìûé àíîìàëüíûé èíäåêñ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèèη, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G−1(q) ∝ q2−ε , (4.39)

ãäå G(q) � Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Îïðåäåëåíèå (4.39) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: b ∝ q−η. Èíäåêñ η ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ (4.30), åñëè ïîäñòàâèòü òóäàg = ε. Ðåøàÿ ýòî
óðàâíåíèå è ïîäñòàâëÿÿ òóäàΛ′ = q, ìû íàõîäèì

η =
n + 2

2(n + 8)2
ε2 . (4.40)

Ýòîò èíäåêñ âîçíèêàåò òîëüêî âî âòîðîì ïîðÿäêå ïîε.
Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèõîäèì ê êà÷åñòâåííîìó óòâåðæäåíèþ î ñêåéëèíãå, êîòîðûé èìååò ìåñòî ïðè ëþáîì

íåíóëåâîì ε. Â ïðèíöèïå ìîæíî ðàñøèðèòü ïðèâåäåííóþ ñõåìó, âû÷èñëèâ ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî
ε â âûðàæåíèÿõ äëÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ. Íàäåæäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ìîæíî
áóäåò ýêñòðàïîëèðîâàòü íà ñëó÷àé ε = 1. Êîíå÷íî, ðàçëîæåíèå ïî ε ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì, à ñàìî çíà÷åíèå
ε = 1 íå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì. Ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, îæèäàòü óñïåõà íà ýòîì ïóòè íå ïðèõîäèòñÿ. Òåì íå ìåíåå,
ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì ïîêàçûâàåò, ÷òî êðèòè÷åñêèå èíäåêñû, âû÷èñëåííûå âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè ïîε,
íåïëîõî ñîîòâåòñòâóþò íàáëþäàåìûì.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à 4.1
Íàéòè äëèííîâîëíîâîå ïîâåäåíèå ôàêòîðîâλ è λ1, ôèãóðèðóþùèõ â ôóíêöèîíàëå Ëàíäàó

F =
∫

d4r

{
b

2
(∇ϕ1)2 +

b

2
(∇ϕ2)2 +

λ

24
(ϕ2

1 + ϕ2
2)

2 +
λ1

24
(ϕ2

1 − ϕ2
2)

2

}
, (4.41)

â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè d = 4.
Çàäà÷à 4.2
Íàéòè äëèííîâîëíîâîå ïîâåäåíèå ôàêòîðîâ, ôèãóðèðóþùèõ â ôóíêöèîíàëå Ëàíäàó

Fhigh =
∫

d4r
∑
n>2

1
(2n)!

λnϕ2n , (4.42)

â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè d = 4.

Ðåøåíèå çàäà÷è 4.2

dλn

dξ
= −1

3
n(2n− 1)gλn .

Çàäà÷à 4.3
Ðàññìîòðèì ôàçîâûé ïåðåõîä â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòèd = 4, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì (4.1),

ãäå ÷èñëî êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ðàâíîn = 2, è èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ìàëûé âêëàä â ôóíêöèîíàë
Ëàíäàó

F1 =
∫

d4r
λ1

24
(
ϕ2

1 − ϕ2
2

)2
.

Íàéòè ðåíîðì-ãðóïïîâîå óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðàλ1. Îòâåò âûðàçèòü ÷åðåç èíâàðèàíòíûé çàðÿä g.
Çàäà÷à 4.4
Ðàññìîòðèì ôàçîâûé ïåðåõîä â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòèd = 4, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì (4.1),

ãäå ÷èñëî êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêàn ïðîèçâîëüíî, è èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ìàëûé âêëàä â ôóíêöèîíàë
Ëàíäàó

F1 =
∫

d4r
λ1

24

n∑
1

ϕ4
α .

Íàéòè ðåíîðì-ãðóïïîâîå óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðàλ1. Îòâåò âûðàçèòü ÷åðåç èíâàðèàíòíûé çàðÿä g.
Çàäà÷à 4.5
Ðàññìîòðèì ôàçîâûé ïåðåõîä â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòèd = 4, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì (4.1),

ãäå ÷èñëî êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ðàâíîn = 3, è èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ìàëûé âêëàä â ôóíêöèîíàë
Ëàíäàó

F1 =
∫

d4r
µ

6
ϕ1ϕ2ϕ3 .

Íàéòè ðåíîðì-ãðóïïîâîå óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðàµ. Îòâåò âûðàçèòü ÷åðåç èíâàðèàíòíûé çàðÿä g.
Çàäà÷à 4.6
Ðàññìîòðèì ôàçîâûé ïåðåõîä â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòèd = 4, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì (4.1),

ãäå ÷èñëî êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ðàâíîn = 4, è èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ìàëûé âêëàä â ôóíêöèîíàë
Ëàíäàó

F1 =
∫

d4r
λ1

24
ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4 .

Íàéòè ðåíîðì-ãðóïïîâîå óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðàλ1. Îòâåò âûðàçèòü ÷åðåç èíâàðèàíòíûé çàðÿä g.
Çàäà÷à 4.7
Ðàññìîòðèì ôàçîâûé ïåðåõîä â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòèd = 4, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì (4.1),

ãäå ÷èñëî êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ðàâíî n = 4, è èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ∇αϕα = 0. Íàéòè
ðåíîðì-ãðóïïîâîå óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðàλ.
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5. ÒÅÎÐÈß ÑËÀÁÎÉ ÊÐÈÑÒÀËËÈÇÀÖÈÈ

Êàê èçâåñòíî, êðèñòàëëèçàöèÿ (ïåðåõîä èç æèäêîãî â òâåðäîå ñîñòîÿíèå) ÿâëÿåòñÿ îáû÷íî ôàçîâûì ïåðåõî-
äîì ïåðâîãî ðîäà. Òåì íå ìåíåå, ìûñëèìà ñèòóàöèÿ, êîãäà êðèñòàëëèçàöèÿ áëèçêà ê íåïðåðûâíîìó ôàçîâîìó
ïåðåõîäó (ïåðåõîäó âòîðîãî ðîäà). Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòîò ñëó÷àé ñëàáîé êðèñòàëëèçàöèåé. Ñëàáàÿ êðèñòàë-
ëèçàöèÿ âåñüìà ðåäêî íàáëþäàåòñÿ â ïðîñòûõ æèäêîñòÿõ, ïîñêîëüêó äëÿ åå ðåàëèçàöèè òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå
ðÿäà óñëîâèé (êîòîðûå ìû îáñóæäàåì íèæå). Â òî æå âðåìÿ ñëàáàÿ êðèñòàëëèçàöèÿ � îáû÷íîå ÿâëåíèå â æèä-
êîêðèñòàëëè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, êîãäà ðå÷ü èäåò î êðèñòàëëèçàöèè àíèçîòðîïíîé æèäêîñòè (íåìàòèêà) èëè î
êðèñòàëëèçàöèè ôàçû ñ îäíîìåðíîé ìîäóëÿöèåé ïëîòíîñòè (ñìåêòèêà).
Â îêðåñòíîñòè ñëàáî-êðèñòàëëèçàöèîííîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäà âåùåñòâî îáëàäàåò ðÿäîì îñîáåííîñòåé, íàïî-

ìèíàþùèõ ïîâåäåíèå âåùåñòâà âáëèçè òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà. Â òî æå âðåìÿ ôëóêòóàöèîí-
íûå ýôôåêòû â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ èìåþò âåñüìà ðàçíûå ñâîéñòâà. Ïîýòîìó ñëåäóåò îòäåëüíî èçó÷èòü ñëàáóþ
êðèñòàëëèçàöèþ. Ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà òåîðèè ñëàáîé êðèñòàëëèçàöèè èçîòðîïíîé æèäêîñòè. Êàê ìû óæå
îáúÿñíèëè, ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ â îñíîâíîì ìåòîäè÷åñêîé. Â òî æå âðåìÿ âñÿ ðàçâèòàÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ òåîðå-
òè÷åñêàÿ ñõåìà áåç îñîáûõ èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ è íà ñëó÷àé ñëàáîé êðèñòàëëèçàöèè â æèäêèõ êðèñòàëëàõ,
ãäå îíà âñòðå÷àåòñÿ ñïëîøü è ðÿäîì. Èìåííî ýòèì â îñíîâíîì ìîòèâèðóåòñÿ âêëþ÷åíèå òåîðèè ñëàáîé êðèñòàë-
ëèçàöèè â íàñòîÿùåå ïîñîáèå.
Òåîðèÿ ñëàáîé êðèñòàëëèçàöèè ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà â äóõå òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ Ëàíäàó. Ïîýòîìó â

ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò ââåñòè ïàðàìåòð ïîðÿäêà, ñâÿçàííûé ñ ýòèì ïåðåõîäîì. Â äàííîì ñëó÷àå ðîëü ïàðà-
ìåòðà ïîðÿäêà èãðàåò ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

ϕ = ρshort/ρ. (5.1)

Çäåñü ρ � äëèííîâîëíîâàÿ êîìïîíåíòà ïëîòíîñòè, à ρshort � åå êîðîòêîâîëíîâàÿ êîìïîíåíòà. Ïî îïðåäåëåíèþ,
ïîëå ϕ ñîäåðæèò Ôóðüå-êîìïîíåíòû ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíûìè îáðàòíîìó ìîëå-
êóëÿðíîìó ðàçìåðó. Â æèäêîé ôàçå ñðåäíåå 〈ϕ〉 ðàâíî íóëþ, â òî âðåìÿ êàê â êðèñòàëëè÷åñêîé ôàçå âîçíèêàåò
íåíóëåâîå ñðåäíåå 〈ϕ〉, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðèîäè÷åñêîé ìîäóëÿöèè ïëîòíîñòè ñ ïåðèîäîì êðèñòàëëè÷åñêîé ðå-
øåòêè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëå ϕ äåéñòâèòåëüíî âåäåò ñåáÿ, êàê ïàðàìåòð ïîðÿäêà.
Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (5.1), ñðåäíåå 〈ϕ〉 îïðåäåëÿåò îòíîñèòåëüíóþ ãëóáèíó ìîäóëÿöèè êîðîòêîâîëíî-

âîé ïëîòíîñòè â êðèñòàëëå. Ïîýòîìó ñðåäíåå, êîòîðîå âîçíèêàåò âáëèçè ñëàáî-êðèñòàëëèçàöèîííîãî ôàçîâîãî
ïåðåõîäà, äîëæíî áûòü ìàëûì:

〈ϕ〉 ¿ 1 . (5.2)

Îòìåòèì, ÷òî îáû÷íîé (ñèëüíîé) êðèñòàëëèçàöèè ñîîòâåòñòâóåò âîçíèêíîâåíèå〈ϕ〉 ∼ 1. Âîîáùå ãîâîðÿ, 〈ϕ〉
ñîäåðæèò áåñêîíå÷íûé íàáîð Ôóðüå-ãàðìîíèê. Îäíàêî ïðè óñëîâèè (5.1) ñðåäè ýòèõ ãàðìîíèê ìîæíî âûäå-
ëèòü êîíå÷íûé íàáîð îñíîâíûõ ãàðìîíèê. Îñòàëüíûå ãàðìîíèêè áóäóò èìåòü àìïëèòóäû, ìíîãî ìåíüøå, ÷åì
àìïëèòóäû îñíîâíûõ ãàðìîíèê.
Êàê è ïðè èññëåäîâàíèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà, ïðè òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ñëàáîé êðèñòàëëè-

çàöèè ñëåäóåò ñòàðòîâàòü ñ ôóíêöèîíàëà ËàíäàóFL(ϕ). Êàê è ðàíüøå, ìû áóäåì óäåðæèâàòü òîëüêî íåñêîëüêî
ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ, ÷òî îïðàâäûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì (5.2). Ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿF ïî ϕ èìåþò
âèä

F/V =
∑
q

τ(q)
2

ϕ(q)ϕ(−q)−
∑

q1+q2+q3=0

µ(q1, q2, q3)
6

ϕ(q1)ϕ(q2)ϕ(q3)

+
∑

q1+q2+q3+q4=0

λ(q1, q2, q3, q4)
24

ϕ(q1)ϕ(q2)ϕ(q3)ϕ(q4) , (5.3)

ãäå V � îáúåì ñèñòåìû. Ëèíåéíûé ïî ϕ ÷ëåí â ðàçëîæåíèè (5.3) îòñóòñòâóåò, òàê êàê ϕ ÿâëÿåòñÿ êîðîòêî-
âîëíîâûì ïîëåì, êîòîðîå íå ñîäåðæèò íóëåâîé Ôóðüå-ãàðìîíèêè.
Ôàçîâûé ïåðåõîä, ñâÿçàííûé ñ ïîÿâëåíèåì 〈ϕ〉, èìååò ìåñòî ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà τ â (5.3). Èç-çà

íàëè÷èÿ êóáè÷åñêîãî ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè (5.3) ýòîò ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäîì ïåðâîãî ðîäà [Landau, 1937].
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëàáîñòè êðèñòàëëèçàöèîííîãî ïåðåõîäà íåîáõîäèìî, ÷òîáû êîýôôèöèåíòµ â ðàçëîæåíèè
(5.3) áûë áû äîñòàòî÷íî ìàë. Ýòî è äàåò äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ñëàáàÿ êðèñòàëëèçàöèÿ ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàíà.
Òàê êàê ïîëå ϕ ÿâëÿåòñÿ êîðîòêî-âîëíîâûì, òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëà ËàíäàóF ïî ϕ

ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò âîëíîâûõ âåêòîðîâ ïîëÿ ϕ. Êîýôôèöèåíò τ â (5.3) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé àáñîëþòíîãî
çíà÷åíèÿ q âîëíîâîãî âåêòîðà q. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäàτ(q) äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà íåêîòîðîé
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ñôåðå ðàäèóñà q0 â îáðàòíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè èññëåäîâàíèè ôëóêòóàöèéϕ ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè âáëèçè
ñôåðû q = q0 â îáðàòíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ðàçëîæèòü ôóíêöèþτ(q) â ðÿä âáëèçè ìèíèìóìà, ÷òî äàåò

τ(q) = a + b(q − q0)2. (5.4)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû a è b óæå íå ñîäåðæàò êàêîé-ëèáî çàâèñèìîñòè îò q. Çàìåòèì, ÷òî a = τ(q0).
Ðàçëîæåíèå (5.4) îïðàâäàíî, åñëè äëÿ õàðàêòåðíîãî âîëíîâîãî âåêòîðà ôëóêòóàöèéϕ âûïîëíåíî óñëîâèå

|q − q0| ¿ q0 . (5.5)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü óñëîâèå (5.5) âûïîëíåííûì (ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòåðèé áóäåò ïðèâåäåí
íèæå). Ïðè óñëîâèè (5.5) êîýôôèöèåíò µ â (5.3) ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ êîíñòàíòîé, òàê êàê åäèíñòâåííîé âîçìîæ-
íîñòüþ äëÿ òðåõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ â àðãóìåíòå µ â ñèëó q1 + q2 + q3 = 0 è |q1| = |q2| = |q3| = q0 ÿâëÿåòñÿ
èõ ðàñïîëîæåíèå âäîëü ðåáåð ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Òàêîå ðàñïîëîæåíèå íå èìååò ñòåïåíåé ñâîáîäû, îò
êîòîðûõ ìîæåò çàâèñåòü µ. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèåλ = const. Ýòî ïîçâîëèò äàëåêî ïðî-
äâèíóòüñÿ àíàëèòè÷åñêè â èññëåäîâàíèè ñëàáîé êðèñòàëëèçàöèè, à òàêæå óñòàíîâèòü åå îñíîâíûå êà÷åñòâåííûå
îñîáåííîñòè, èìåþùèå ìåñòî è ïðè ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè λ îò âîëíîâûõ âåêòîðîâ. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ
(λ = const è µ = const) ÷ëåíû òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â ôóíêöèîíàëå Ëàíäàó (5.3) ïðèîáðåòàþò ñëåäó-
þùóþ ëîêàëüíóþ ôîðìó

Fint =
∫

dr

{
−µ

6
ϕ3 +

λ

24
ϕ4

}
. (5.6)

Ïàðàìåòð a, ââåäåííûé (5.4), ìåíÿåò ñâîé çíàê â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåõîäà. Ñëåäîâàòåëüíî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà ôàçîâûé ïåðåõîä èìååò ìåñòî ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû, äëÿ ýòîãî ïàðàìåòðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

a = α(T − T ∗). (5.7)

Çäåñü α � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, à T ∗ � òåìïåðàòóðà, ïðè êîòîðîé ïàðàìåòð a îáðàùàåòñÿ â íîëü. Òàê êàê
ðàññìàòðèâàåìûé ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäîì ïåðâîãî ðîäà, òîT ∗ íå ñîâïàäàåò ñ òåìïåðàòóðîé êðèñòàëëèçà-
öèè, õîòÿ è áëèçêà ê íåé (äëÿ ñëàáî-êðèñòàëëèçàöèîííîãî ïåðåõîäà). Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (5.5) ÷ëåí âòîðîãî
ïîðÿäêà â ðàçëîæåíèè ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó (5.3) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí â ñëåäóþùåì ëîêàëüíîì âèäå

F (2)
L =

∫
dr .

(
aϕ2/2 + b

[
(∇2 + q2

0)ϕ
]2

/8q2
0

)
. (5.8)

Èçó÷èì ñíà÷àëà ñëàáóþ êðèñòàëëèçàöèþ â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ. Òîãäà ìû äîëæíû íàéòè ìèíèìóì
ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó ïî varphi, êîòîðûé è îïðåäåëèò ñðåäíåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà〈ϕ〉. ßñíî, ÷òî ïðè
óñëîâèÿõ µ = const è λ = const ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó îòíîñèòåëüíî âàðèàöèé âîëíîâûõ âåêòîðîâ
äîñòèãàåòñÿ ïðè âîëíîâûõ âåêòîðàõ q = q0, òî åñòü òîëüêî òàêèå ãàðìîíèêè ñîäåðæàòñÿ â ñðåäíåì 〈ϕ〉. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ìîæåì çàïèñàòü ýòî ñðåäíåå â âèäå ñóììû îñíîâíûõ ãàðìîíèê:

〈ϕ〉 = 2Re
∑

j

cj exp(iqjr) . (5.9)

Çäåñü cj � (êîìïëåêñíûå) êîýôôèöèåíòû, àqj � íàáîð âîëíîâûõ âåêòîðîâ (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàâíûõq0),
êîòîðûé îïðåäåëÿåò ñèììåòðèþ íèçêîòåìïåðàòóðíîé ôàçû, êîòîðóþ ìû èçó÷àåì.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû ôàç, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêàòü â ðåçóëüòàòå ôàçîâîãî ïåðåõîäà (ïåðåõîäîâ). Â ïðîñòåéøåì

ñëó÷àå â íàáîðå qj èìååòñÿ òîëüêî îäèí âåêòîð, è, ñîîòâåòñòâåííî, èìååòñÿ òîëüêî îäíî ñëàãàåìîå â (5.9). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âîçíèêàåò îäíîìåðíàÿ (â îäíîì íàïðàâëåíèè) ìîäóëÿöèÿ ïëîòíîñòè:

〈ϕ〉 = 2
√

A cos (φ + q0z) . (5.10)

Çäåñü îñüZ âûáðàíà âäîëü íàïðàâëåíèÿ ìîäóëÿöèè ïëîòíîñòè, àA è φ îïðåäåëÿþò àìïëèòóäó è ôàçó ìîäóëÿöèè
ïëîòíîñòè. Ôàçà ñ òàêîé ìîäóëÿöèåé íàçûâàåòñÿ ñìåêòè÷åñêîé, òî÷íåå, ýòà ìîäóëÿöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñìåêòèêó-
A (ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òàêóþ ôàçó SA). Ñìåêòè÷åñêèå ôàçû ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â æèäêî-êðèñòàëëè÷åñêîì
ñîñòîÿíèè. Ñëåäóþùåé ïî ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ôàçà, êîãäà íàáîðqj ñîñòîèò èç òðåõ âåêòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ
ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò äâóìåðíàÿ ìîäóëÿöèÿ ïëîòíîñòè, òî÷å÷íàÿ ñèììåòðèÿ êî-
òîðîé îïðåäåëÿåòñÿ îñüþ øåñòîãî ïîðÿäêà (ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæàòqj). Ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ýòó ôàçó Dh. Ôàçû òàêîé ñèììåòðèè ÷àñòî âîçíèêàþò â æèäêî-êðèñòàëëè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, ãäå
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îíè íàçûâàþòñÿ êîëîí÷àòûìè, òàê êàê ñîñòîÿò èç êîëîíîê äèñêîîáðàçíûõ ìîëåêóë. Ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ôà-
çå ñîîòâåòñòâóåò íàáîð òðåõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ qj , íàïðàâëåííûõ âäîëü ðåáåð êóáà. Îáúåìî-öåíòðèðîâàííîé
êóáè÷åñêîé ôàçå (BCC) ñîîòâåòñòâóåò íàáîð øåñòèqj , ÿâëÿþùèõñÿ äèàãîíàëÿìè íåêîòîðîãî êóáà. Âîçìîæíû
è áîëåå ñëîæíûå êðèñòàëëè÷åñêèå ñòðóêòóðû. Êðîìå òîãî, ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû ìîãóò âîçíèêàòü è
êâàçèêðèñòàëëè÷åñêèå ôàçû, íå èìåþùèå ñòðîãîé ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Íàïðèìåð, òàêîé ôàçå ñîîòâåò-
ñòâóåò íàáîð qj , ñîñòàâëÿþùèõ ðåáðà èêîñàýäðà (òàêîãî ñîðòà ñèììåòðèÿ íàáëþäàåòñÿ ó íåêîòîðûõ âåùåñòâ
ýêñïåðèìåíòàëüíî). Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå è áîëåå ïðîñòóþ íåïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ñêàæåì, íàáîðqj ,
ñîñòàâëÿþùèõ ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê.
Â ïðèíöèïå, íàäî ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå ñèììåòðèè, âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ ôóíêöèî-

íàëà Ëàíäàó (ýíåðãèè) è íàéòè åãî àáñîëþòíûé ìèíèìóì. Òàêàÿ çàäà÷à íèêåì íå ðåøåíà, ïîñêîëüêó îíà òðåáóåò
ïåðåáîðà áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà âàðèàíòîâ. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî äîñòàòî÷íî óâåðåííî ïðåäñêàçàòü õàðàêòåð
ôàçîâîé äèàãðàììû ñèñòåìû, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷ëåíû âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ â (5.3). Ïîäñòàâèì òóäà âûðàæåíèå (5.9), ñ÷èòàÿ,

÷òî âñå cj èìåþò îäèíàêîâóþ àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó
√

A. Ýòî òðåáîâàíèå (ðàâåíñòâî àáñîëþòíûõ âåëè÷èí cj)
åñòåñòâåííî âîçíèêàåò, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû íèçêîòåìïåðàòóðíàÿ ôàçà îáëàäàëà òîé èëè èíîé òî÷å÷íîé
ñèììåòðèåé, ïîñêîëüêó ýëåìåíòû òî÷å÷íîé ãðóïïû ïåðåìåøèâàþòcj ìåæäó ñîáîé. Ìû íàõîäèì

F/V = aNA +
λ

2
(N2 −N/2)A2 , (5.11)

ãäå N � ÷èñëî ñëàãàåìûõ â (5.9). Ïðè âûâîäå (5.11) ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ñðåäè âîëíîâûõ âåêòîðîâqj íåò ÷åò-
âåðîê, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü ÷åòûðåõóãîëüíèê (èíà÷å âF ïîÿâèëèñü áû äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû). Ñðåäè
ïåðå÷èñëåííûõ ôàç íè îäíà íå îáëàäàåò òàêèìè ÷åòâåðêàìè, ïîýòîìó íèæå ìû èãíîðèðóåì òàêóþ âîçìîæíîñòü.
Ìèíèìèçèðóÿ (5.11) ïî A, ìû ïîëó÷àåì (ïðè óñëîâèè, ÷òî a < 0) F/V = −a2N/[λ)(2N − 1)]. Î÷åâèäíî, ÷òî
äëÿ öåëûõ N ìèíèìóì ýòîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðèN = 1. Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõa âñåãäà ðåàëèçóåòñÿ ñìåêòè÷åñêàÿ (SA) ôàçà, ãäå â íàáîðåqj èìååòñÿ
åäèíñòâåííûé âåêòîð.
Ïðè óìåðåííûõ a âñòóïàåò â èãðó êóáè÷åñêèé ÷ëåí â (5.3), êîòîðûé ñòðåìèòñÿ ïëîäèòü òðîéêè âåêòîðîâ,

ñîñòàâëÿþùèõ ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè (òàê êàê òîëüêî íà òàêèõ êîíôèãóðàöèÿõ ýòîò ÷ëåí òðåòüåãî ïîðÿäêà
îòëè÷åí îò íóëÿ). Â ðåçóëüòàòå êîìïðîìèññà ìåæäó äâóìÿ ýòèìè òåíäåíöèÿìè ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû
âîçíèêàåò êàñêàä ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ

SA−Dh −BCC − I , (5.12)
ãäå I îçíà÷àåò èçîòðîïíóþ (æèäêóþ) ôàçó. Äëÿ îáåèõ ïðîìåæóòî÷íûõ ôàç (Dh è BCC) íàáîðû qj ñîäåðæàò
òðîéêè, ñîñòàâëÿþùèå çàìêíóòûå òðåóãîëüíèêè. Äîâîëüíî ìíîãî òàêèõ òðîåê è â íàáîðåqj , íàïðàâëåííûõ
âäîëü ðåáåð èêîñàýäðà. Íî â ñëó÷àå λ = const ýíåðãèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êâàçèêðèñòàëëè÷åñêîé ôàçû âñåãäà
îêàçûâàåòñÿ âûøå, ÷åì ýíåðãèè ôàç, ïåðå÷èñëåííûõ â (5.12). Íå èñêëþ÷åíî, âïðî÷åì, ÷òî èêîñàýäðè÷åñêàÿ
ôàçà ðåàëèçóåòñÿ íà ôàçîâîé äèàãðàììå â ñëó÷àå áîëåå ñëîæíîé çàâèñèìîñòèλ îò âîëíîâûõ âåêòîðîâ.
Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê èññëåäîâàíèþ ôëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è ðàíüøå, âûðàæåíèåì (1.3). Îòìåòèì, ÷òî, ñêàæåì, íåïðèâîäèìàÿ ïàðíàÿ êîððå-
ëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà

G(r1, r2) = 〈ϕ(r1)ϕ(r2)〉 − 〈ϕ(r1)〉〈ϕ(r2)〉 (5.13)
â íèçêîòåìïåðàòóðíîé ôàçå (ôàçàõ) çàâèñèò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå òîëüêî îò ðàçíîñòè êîîðäèíàòr1 − r2, íî îò
îáîèõ àðãóìåíòîâ. Äåëî â òîì, ÷òî òàêàÿ ôàçà â ñèëó çàâèñèìîñòè 〈ϕ〉 îò êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîé.
Ïîýòîìó è â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò äâóõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ. Òî
æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà: â ñèëó íåîäíîðîäíîñòè ñèñòåìû îíè
çàâèñÿò îò âñåõ ñâîèõ àðãóìåíòîâ.
Êàê è â ïàðàãðàôå 2, äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðèþ

âîçìóùåíèé. Â ðÿäó òåîðèè âîçìóùåíèé áóäóò òåïåðü ôèãóðèðîâàòü ÷ëåí òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ïðè-
âåäåííûå â (5.3) èëè (5.6). Ñîîòâåòñòâåííî, â äèàãðàììíîì ðÿäó áóäóò ôèãóðèðîâàòü âåðøèíû òðåòüåãî ïîðÿäêà
(êîòîðûì ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôàêòîð µ) è âåðøèíû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (êîòîðûì ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôàêòîðλ). Çà-
òðàâî÷íûå çíà÷åíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿþòñÿ ÷ëåíîì âòîðîãî ïîðÿäêà (5.8). Êàê è ðàíüøå,
â äèàãðàììíîì ðÿäó äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (5.13) ìîæíî âûäåëèòü `ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêèå' áëî-
êè (êîòîðûå íåëüçÿ ðàçðåçàòü ïî îäíîé ëèíèè), êîòîðûå ñîáèðàþòñÿ â `ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ' ôóíêöèþ
Σ. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ G çàâèñèò òåïåðü îò îáîèõ àðãóìåíòîâ, òî ñâÿçü ìåæäó G è Σ óäîáíåå âûïèñàòü â
r-ïðåäñòàâëåíèè:

τ̂G(r, r1)−
∫

dr2Σ(r, r2)G(r2, r1) = Tδ(r − r1). (5.14)
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Ðèñ. 20: Îäíîïåòëåâîé âêëàä â Σ.

Çäåñü τ̂ � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà àðãóìåíòr, ÿâíûé âèä êîòîðîãî ìîæåò áûòü èçâëå÷åí
èç (5.8):

τ̂ = a + b(∇2 + q2
0)2/4q2

0 . (5.15)

Çàòðàâî÷íîå çíà÷åíèå G0 êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (5.13) ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïîëîæèòü â (5.14)Σ = 0. ßñíî,
÷òî G0 çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè r − r1. Â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè âûðàæåíèå äëÿ çàòðàâî÷íîé ôóíêöèèG0

èìååò âèä

G0(q) =
T

a + b(q − q0)2
. (5.16)

Çäåñü ìû îïÿòü èñïîëüçîâàëè íåðàâåíñòâî (5.5). Îòìåòèì, ÷òî âr-ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèÿG0 ÿâëÿåòñÿ áûñòðî
îñöèëëèðóþùåé ôóíêöèåé r:

G0(r) =
Tq0

2πr
√

ab
sin(q0r) exp

(
−

√
a/b r

)
. (5.17)

Ïðè âû÷èñëåíèè (5.17) ìû ñ÷èòàëè, ÷òî èíòåãðàë ïîq îïðåäåëÿåòñÿ óçêîé îêðåñòíîñòüþ ñôåðû q = q0.
Îêàçûâàåòñÿ, â òåîðèè ñëàáîé êðèñòàëëèçàöèè ãëàâíûì ïðèáëèæåíèåì äëÿΣ ÿâëÿåòñÿ îäíîïåòëåâîå (íà

äèàãðàììíîì ÿçûêå) [Brazovskii, 1975]. Â ýòîì ïðèáëèæåíèèΣ îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé äèàãðàìì, ïðåäñòàâëåííûõ
íà ðèñóíêå 20. Íà ýòîì ðèñóíêå ïóñòîé êðóã (òðîéíàÿ âåðøèíà) ñîîòâåòñòâóåò ôàêòîðóµ, à çàïîëíåííûé êðóã
(÷åòâåðíàÿ âåðøèíà) � ôàêòîðó λ. Ïåòëÿ íà ýòîì ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóþò ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè
(5.13), à ëèíèè ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè ñîîòâåòñòâóþò ñðåäíåìó〈ϕ〉. Ïðèâåäåííîå äèàãðàììíîå ïðåäñòàâëåíèå
ëåãêî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî àíàëèòè÷åñêè äëÿ ñëó÷àÿλ = const. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî òàêæåµ = const,
ìû íàõîäèì

Σ(r, r1) =
(

µ〈ϕ(r)〉 − λ〈ϕ(r)〉2/2− λG(r, r)/2
)

δ(r − r1) (5.18)

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå

∆ = a + λ〈ϕ(r)〉2/2 + λG(r, r)/2, (5.19)

ãäå ëèíèÿ íàä ôóíêöèåé êîîðäèíàò îçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâåííîå ñðåäíåå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ëèíèÿ íàä ôóíêöèåé
îçíà÷àåò, ÷òî â íåé íàäî îñòàâèòü òîëüêî íóëåâóþ Ôóðüå-ãàðìîíèêó, à îñòàëüíûå îïóñòèòü. Ïîäñòàâëÿÿ (5.19)
â ñîîòíîøåíèå (5.14), ìû íàõîäèì

(
∆ + b(∇2 + q2

0)2/4q2
0 −Θ(r)

)
G(r, r1) = Tδ(r − r1). (5.20)

Çäåñü Θ îçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü ÷ëåíîâ, äàþùèõ íîëü ïðè ïðîñòðàíñòâåííîì óñðåäíåíèè:Θ(r) = 0. Îïóñòèì
ñíà÷àëà ýòîò ÷ëåí. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ôóíêöèÿ G çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè êîîðäèíàò r − r1. Òîãäà â
Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè ìû íàõîäèì

G(q) =
T

∆ + b(q − q0)2
. (5.21)

Ýòî âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò (5.16) çàìåíîéa → ∆. Ìû áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó∆ ùåëüþ, ÷òî îïðàâäûâàåòñÿ
ôîðìîé ôóíêöèè (5.21).
Âû÷èñëèì òåïåðü îäíîòî÷å÷íóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþG(r, r) âõîäÿùóþ â óðàâíåíèå (5.18):

G(r, r) =
∫

dqG(q)/(2π)3 = Tq2
0/2π(b∆)1/2. (5.22)
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Çäåñü ìû, èñïîëüçîâàâ íåðàâåíñòâî (5.5), îãðàíè÷èëèñü èíòåãðèðîâàíèåì ïî îêðåñòíîñòè ñôåðû|q| = q0 â
îáðàòíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (5.22) â (5.19), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ùåëè

∆ = a + λ〈ϕ(r)〉2/2 + β∆−1/2, (5.23)

ãäå

β = λTq2
0/4πb1/2 . (5.24)

Ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè (5.23) ÿâëÿþòñÿ ñðåäíåïîëåâûìè âêëàäàìè, â òî âðåìÿ êàê ïîñëåäíèé ÷ëåí
âîçíèêàåò áëàãîäàðÿ ôëóêòóàöèÿì.
Èñïîëüçóÿ (5.21), ìû ìîæåì îöåíèòü õàðàêòåðíîå îòêëîíåíèåq îò q0 â èíòåãðàëå (5.22):

|q − q0| ∼ (∆/b)1/2 . (5.25)

Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ òîãî, ÷òîáû óñëîâèå (5.5) âûïîëíÿëîñü, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

∆ ¿ bq2
0 . (5.26)

Ýòî æå íåðàâåíñòâî îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ïðåíåáðåæåíèÿ ÷ëåíàΘ â (5.20): îöåíèâàÿ ñâÿçàííûå ñ íèì
ïîïðàâêè, ìû óáåæäàåòñÿ ÷òî îíè ìàëû ïî ïàðàìåòðó∆/(bq2

0).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ æèäêîé (èçîòðîïíîé) ôàçû, ãäå 〈ϕ〉 = 0, ñîîòíîøåíèå (5.23) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì óðàâíå-

íèåì äëÿ ùåëè ∆: ∆ = a + β∆−1/2. Â îòëè÷èå îò òîãî, ÷òî èìååò ìåñòî äëÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà,
ïðè a → 0 ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ îñòàåòñÿ êîíå÷íûì, äàâàÿ çíà÷åíèå ïîðÿäêà

∆ ∼ (λ2T 2q4
0/b)1/3. (5.27)

Áîëåå òîãî, óðàâíåíèå íà ùåëü∆ èìååò ðåøåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòðèöàòåëüíîãî çíà÷åíèÿa. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, ôëóêòóàöèîííûå ýôôåêòû îêàçûâàþòñÿ ñòîëü ñèëüíûìè, ÷òî îíè ñòàáèëèçèðóþò æèäêóþ ôàçó (òî÷íåå,
äåëàþò åå ìåòàñòàáèëüíîé) äàæå ïðè a < 0. Ñòîëü ñóùåñòâåííàÿ ðîëü ôëóêòóàöèé ñâÿçàíà ñ èõ áîëüøèì
ôàçîâûì îáúåìîì, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ îêðåñòíîñòü öåëîé ñôåðûq = q0 â îáðàòíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ
ñðàâíåíèÿ, ôàçîâûé îáúåì ôëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ïîðÿäêà âáëèçè ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà îïðåäåëÿåòñÿ óçêîé
îêðåñòíîñòüþ íà÷àëà êîîðäèíàò â îáðàòíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïàðàäîêñàëüíûì îáðàçîì, â ðàìêàõ òåîðèè ñëàáîé êðèñòàëëèçàöèè áîëüøàÿ ñèëà ôëóêòóàöèé ñî÷åòàåòñÿ ñ

ïðîñòûì îäíîïåòëåâûì ïðèáëèæåíèåì (÷òî çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò àíàëèç). Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî â ìíîãîïåòëåâûõ äèàãðàììàõ íåâîçìîæíî îáåñïå÷èòü áëèçîñòü âñåõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ êq0. Ïîýòîìó èìå-
åòñÿ òîëüêî ìàëàÿ îáëàñòü, êîãäà âñåqj ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå áëèçêè ê q0, è ïîòîìó ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî
qj ìíîãîïåòëåâàÿ äèàãðàììà ïðèîáðåòàåò ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîïåòëåâîé äèàãðàììîé ìàëîñòü,
êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé ñòåïåíüþ ìàëîãî ïàðàìåòðà∆/(bq2

0). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî ñâîéñòâî ñâÿçàíî
èìåííî ñ êîðîòêîâîëíîâûì õàðàêòåðîì ôëóêòóàöèéϕ, âîëíîâûå âåêòîðà êîòîðûõ áëèçêè ê q0 (äëÿ îáû÷íûõ
ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà íèêàêîãî àíàëîãà ýòîãî ñâîéñòâà íåò.
Êàê ìû óæå îáúÿñíèëè, ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû ìîãóò âîçíèêàòü ðàçëè÷íûå ïî ñèììåòðèè ôàçû. ×òî-

áû îïðåäåëèòü, êàêàÿ èç ôàç ðåàëèçóåòñÿ ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõa è µ, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü èõ ñâîáîäíûå
ýíåðãèè è íàéòè íàèìåíüøóþ èç íèõ. Îêàçûâàåòñÿ, â ðàìêàõ òåîðèè ñëàáîé êðèñòàëëèçàöèè (ñ ó÷åòîì ôëóêòó-
àöèé) óäîáíåå èìåòü äåëî íå ñ ñàìèìè çíà÷åíèÿìè ñâîáîäíîé ýíåðãèè, à ñ ðàçíîñòÿìè çíà÷åíèé ñâîáîäíîé äëÿ
ðàçëè÷íûõ ôàç. Ïîñêîëüêó èçîòðîïíàÿ (æèäêàÿ) ôàçà ñóùåñòâóåò ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõa è µ, òî åå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü, êàê ðåïåðíóþ, òî åñòü îòñ÷èòûâàòü îò åå ýíåðãèè çíà÷åíèÿ ýíåðãèè âñåõ îñòàëüíûõ ôàç.
×òîáû ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé ýíåðãèè ðàçëè÷íûõ ôàç, ìû äîëæíû ñòàðòîâàòü ñ îïðåäåëåíèÿ ñâîáîäíîé

ýíåðãèè

exp
(
−F

T

)
=

∫
Dϕ̃ exp

(
−F

T

)
. (5.28)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ôàçû. Áîëåå òîãî, ìîæíî çàôèêñèðîâàòü ïðîèçâîëüíîå ñðåäíåå〈ϕ〉 è
íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó ñðåäíåìó ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ. À çàòåì ìîæíî íàéòè ðàçíîñòü ýíåðãèé ðàçëè÷íûõ
ôàç, ïîñòåïåííî òðàíñôîðìèðóÿ 〈ϕ〉. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ýâîëþöèè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, âûçâàííîé èçìåíåíèåì
`âíåøíåãî ïîëÿ' h (â ôóíêöèîíàë Ëàíäàó ñëåäóåò äîáàâèòü ÷ëåí− ∫

dr hϕ), ïðè÷åì h = 0 â íà÷àëå è â êîíöå
ïðîöåññà (òàê êàê íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíûì ìèíèìóìàì ñâîáîäíîé ýíåðãèè).



40

×òîáû âûïîëíèòü ýòó ïðîãðàììó, ìû ïîäñòàâëÿåì äåêîìïîçèöèþϕ = 〈ϕ〉+ ϕ̃ (ãäå ϕ̃ îïèñûâàåò ôëóêòóàöèè
ïàðàìåòðà ïîðÿäêà îêîëî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ) â (5.6,5.8) è íàõîäèì, óäåðæèâàÿ òîëüêî ñóùåñòâåííûå ÷ëåíû
(âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ϕ̃)

F = F(〈ϕ〉) +
∫

dr

{
a

2
ϕ̃2 +

b

8q2
0

[
(∇2 + q2

0)ϕ̃
]2

+
λ

2
NAϕ̃2 +

λ

24
ϕ̃4

}
, (5.29)

ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîïåòëåâîìó ïðèáëèæåíèþ. Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñðåäíåå çàäàåòñÿ ñóììîé (5.9), â êî-
òîðîé èìåþòñÿ N ñëàãàåìûõ è ãäå âñå cj ñîâïàäàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå: |cj |2 = A. Òîãäà âêëàä F(〈ϕ〉),
êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì ϕ, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé A. Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ (5.11) (ïðè
òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ, òî åñòü åñëè ñðåäè âîëíîâûõ âåêòîðîâqj íåò ÷åòâåðîê, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîñòàâèòü
÷åòûðåõóãîëüíèê).
Òåïåðü ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èç (5.29) âûðàæåíèå äëÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ôëóêòóàöèéϕ̃, êîòîðàÿ

â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ñîâïàäàåò ñ (5.21), ãäå ùåëü ∆ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (5.23). Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî
óðàâíåíèå (5.9) è ïðîèçâîäÿ óñðåäíåíèå ïî ïðîñòðàíñòâó, ìû íàõîäèì

∆ = a + λNA + β∆−1/2 . (5.30)

Äàëåå, ìîæíî íàéòè âûðàæåíèå äëÿ dF/dA, áåðÿ ïðîèçâîäíóþ îò ñîîòíîøåíèÿ (5.28):

dF

dA
=

d

dA
F(〈ϕ〉) +

Nβ√
∆

V , (5.31)

ãäå ìû ïîäñòàâèëè âûðàæåíèå äëÿ 〈(ϕ̃)2〉 ñëåäóþùåå èç (5.21).
Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ñòàáèëüíîé (èëè, áîëåå òî÷íî, ìåòàñòàáèëüíîé ôàçû ïðîèçâîäíàÿdF/dA äîëæíà áûòü ðàâíà

íóëþ â ñèëó òîãî, ÷òî òàêàÿ ôàçà ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíîìó ìèíèìóìóF . Ïîýòîìó äëÿ ìåòàñòàáèëüíûõ ôàç
ìû íàõîäèì èç (5.31) ñëåäóþùåå óñëîâèå

aN + λ(N2 −N/2)A +
βN√

∆
= 0 , (5.32)

ñâÿçûâàþùåå àìïëèòóäó A ñî çíà÷åíèåì ùåëè ∆. Óðàâíåíèå (5.32) âìåñòå ñ (5.30) îïðåäåëÿþò âåëè÷èíûA è
∆ äëÿ äàííîé ôàçû.
Íàðÿäó ñ ýòèì, âûðàæåíèå (5.31) ôîðìàëüíî îïðåäåëÿåò ïðîèçâîäíóþdF/dA äëÿ ïðîèçâîëüíîãî A è, ñëå-

äîâàòåëüíî, ìû ìîæåì íàéòè ðàçíîñòü ýíåðãèé äàííîé ôàçû è æèäêîé ôàçû (ãäåA = 0) â âèäå ñëåäóþùåãî
èíòåãðàëà

F − Fliq = F(〈ϕ〉) +

A∫

0

dA
βN√

∆
. (5.33)

Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ùåëü ∆ ñâÿçàíà ñ A ñîîòíîøåíèåì (5.30). Âûðàæàÿ èç íåãî dA ÷åðåç d∆ è
ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â (5.33), ìû ïîëó÷àåì

F − Fliq = F(〈ϕ〉) +
2β

λ
(
√

∆−
√

∆0)− β2

2λ

(
∆−1 −∆−1

0

)
, (5.34)

ãäå èíäåêñ 0 îòíîñèòñÿ ê âåëè÷èíå ùåëè â æèäêîé ôàçå. Çàòåì, èñïîëüçóÿ (5.34), ìîæíî íàéòè ðàçíîñòü ýíåðãèé
äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ôàç.
Ïîñêîëüêó ñòàáèëüíàÿ ôàçà ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ñâîáîäíîé ýíåðãèè, ôàçîâûé ïåðåõîä ïðîèñõîäèò òîãäà,

êîãäà ýíåðãèÿ íåêîòîðîé ôàçû ñðàâíèâàåòñÿ ñ ýíåðãèåé ôàçû, êîòîðàÿ áûëà äî ñèõ ïîð ñòàáèëüíîé. Òàêèì îáðà-
çîì, òî÷êó ôàçîâîãî ïåðåõîäà ìîæíî íàéòè, ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ðàçíîñòü ýíåðãèé ôàç, íàéäåííóþ â ðåçóëüòàòå
îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðû. Âñå ôàçîâûå ïåðåõîäû, íàéäåííûå òàêèì îáðàçîì, áóäóò ôàçîâûìè ïåðåõîäàìè
ïåðâîãî ðîäà. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû àíàëèçà, îñíîâàííîãî íà ïðèâåäåííûõ ñîîáðàæåíèÿõ. Ôëóêòóàöèè ïðèâî-
äÿò ê ìîäèôèêàöèè êàñêàäà (5.12), íàéäåííîãî â ïðèáëèæåíèè ñðåäíåãî ïîëÿ. Ïðè ìàëûõµ (µ <∼ (λ5T 2q4

0/b)1/6)
èìååò ìåñòî ïðÿìîé ïåðåõîä I → SA èç æèäêîé â ñìåêòè÷åñêóþ ôàçó. Îòìåòèì, ÷òî çà ñ÷åò ôëóêòóàöèé ýòîò
ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäîì ïåðâîãî ðîäà, õîòÿ ïðèµ = 0 ýòîò ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â òåîðèè ñðåäíå-
ãî ïîëÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè µ (êîãäà êàðòèíà ïîñòåïåííî ïðèáëèæàåòñÿ ê ñðåäíåïîëåâîé) íà ôàçîâîé äèàãðàììå
ñíà÷àëà ïîÿâëÿåòñÿ Dh-ôàçà, à çàòåì è BCC-ôàçà, è òåì ñàìûì âîññòàíàâëèâàåòñÿ êàñêàä (5.12).
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Çàäà÷è

Çàäà÷à 5.1
Ñ÷èòàÿ µ = 0 íàéòè òî÷êó îêîí÷àíèÿ amax ñóùåñòâîâàíèÿ (ìåòàñòàáèëüíîé) ñìåêòè÷åñêîé ôàçû.
Çàäà÷à 5.2
Ñ÷èòàÿ µ = 0, íàéòè çíà÷åíèå a, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä æèäêîñòü-ñìåêòèê. Ôëóêòóàöèè

ϕ äîëæíû áûòü ïðèíÿòû âî âíèìàíèå.

Ðåøåíèå çàäà÷è 5.2
Ôóíêöèîíàë Ëàíäàó äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ èìååò âèä

F =
∫

dr

{
a

2
ϕ2 +

b

8q2
0

[
(∇2 + q2

0)ϕ
]2

+
λ

24
ϕ4

}
. (5.35)

〈ϕ〉 = 2
√

A cos(q0z) . (5.36)

Óðàâíåíèÿ äëÿ ùåëè â æèäêîé ôàçå∆0 è â ñìåêòè÷åñêîé ôàçå ∆ èìåþò âèä

∆0 = a +
β√
∆0

, (5.37)

∆ = a + λA +
β√
∆

. (5.38)

Óñëîâèå dF/dA = 0 äàåò

a +
λA

2
+

β√
∆

= 0 , (5.39)

∆ = −a− β√
∆

, (5.40)

ãäå ó÷òåíî ñîîòíîøåíèå (5.38). Óñëîâèå, ñëåäóþùåå èç ðàâåíñòâà ýíåðãèé ôàç

Fsm − Fliq = F(〈ϕ〉) +
2β

λ
(
√

∆−
√

∆0)− β2

2λ

(
∆−1 −∆−1

0

)
= 0 , (5.41)

ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî, êàê
√

∆ +
√

∆0 = −3
β

a
. (5.42)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó F(〈ϕ〉) < 0 ìû íàõîäèì èç (5.41) ÷òî ∆ > ∆0. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

x =
√

∆0

β1/3
, y =

√
∆

β1/3
. (5.43)

Òîãäà ìû ïîëó÷àåì èç (5.42)

a = −3β2/3

x + y
. (5.44)

Ïîäñòàâëÿÿ (5.44) â (5.37,5.40), ìû íàõîäèì

x2 = − 3
x + y

+
1
x

, (5.45)

y2 =
3

x + y
− 1

y
. (5.46)

Èç ñèñòåìû (5.45,5.46) ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

x4 − 2x3y − 2xy3 + y4 = 0 .
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Îíî ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ äëÿξ+ξ−1 ãäå ξ = y/x. Áåðÿ ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ýòîãî êâàäðàòíîãî
óðàâíåíèÿ, ìû íàõîäèì

ξ2 − (
√

3 + 1)ξ + 1 = 0 .

Âñïîìèíàÿ, ÷òî ξ > 1 (òàê êàê ∆ > ∆0) ìû ïîëó÷àåì

ξ = ξ =
1 +

√
3

2
+

√√
3

2
. (5.47)

Äàëåå, ìû ïîëó÷àåì èç (5.45)

(x + y)3 = (1 + ξ)2(ξ − 2) = 21/233/4 .

È, íàêîíåö, ìû íàõîäèì èç (5.44)

a = −33/42−1/6β2/3 . (5.48)

6. ÔËÓÊÒÓÀÖÈÈ Â ÑÌÅÊÒÈÊÀÕ

Ñìåêòè÷åñêèå ôàçû øèðîêî ïðåäñòàâëåíû â æèäêîêðèñòàëëè÷åñêîì ñîñòîÿíèè âåùåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ìîëå-
êóë âûòÿíóòîé ôîðìû (êàê ïðàâèëî, ýòî îðãàíè÷åñêèå ìîëåêóëû, ïîñòðîåííûå èç íåñêîëüêèõ áëîêîâ, ïîñëåäîâà-
òåëüíî ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé). Ñìåêòèêè õàðàêòåðèçóþòñÿ îäíîìåðíîé ìîäóëÿöèåé ïëîòíîñòè, ÷òî äåëàåò
èõ ñâîéñòâà ïðîìåæóòî÷íûìè ìåæäó æèäêîñòÿìè è êðèñòàëëàìè (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìîäóëÿöèÿ ïëîòíîñòè
ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíîé). Ñìåêòèêè ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, êàê ñèñòåìó ñëîåâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
äâóìåðíîé æèäêîñòüþ. Ïîýòîìó ñëîè ìîãóò ïðîñêàëüçûâàòü äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, òàê ÷òî ñäâèãîâûé ìî-
äóëü óïðóãîñòè â ñìåêòèêå îòñóòñòâóåò. Â òî æå âðåìÿ ñèñòåìà îáëàäàåò óïðóãîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê ñæàòèþ
â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ñëîÿì (èìåííî â ýòîì íàïðàâëåíèè è èìååò ìåñòî ìîäóëÿöèÿ ïëîòíîñòè).
Èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ñìåêòè÷åñêèå ôàçû, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ñèììåòðèåé ñìåêòè÷åñêèõ ñëîåâ.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà ñìåêòè÷åñêèå ñëîè ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûìè (òàêèå ñìåêòèêè
íàçûâàþò ñìåêòèêàìè-A).
Â ñèëó îòñóòñòâèÿ ñäâèãîâîãî ìîäóëÿ ñìåêòèê äîâîëüíî ëåãêî äåôîðìèðóåòñÿ ïðè ïðèëîæåíèè âíåøíåé ñèëû.

Ïî òîé æå ïðè÷èíå â ñìåêòèêå îêàçûâàþòñÿ âåñüìà `ìÿãêèìè' ôëóêòóàöèè ñìåêòè÷åñêèõ ñëîåâ. Òî÷íåå, ÿâëÿ-
þòñÿ ìÿãêèìè èõ èçãèáíûå ôëóêòóàöèè, ïîñêîëüêó îíè íå ñâÿçàíû ñî ñæàòèåì ñëîåâ. Ýòà ìÿãêîñòü ïðèâîäèò
ê òîìó, ÷òî äàæå îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèå èçãèáíûå ôëóêòóàöèè, âîçáóæäàåìûå çà ñ÷åò òåïëîâîãî äâèæåíèÿ,
ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà ìàêðîñêîïè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñìåêòèêà. Ýòèì ñìåêòèêè ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò
êðèñòàëëîâ, ãäå äëèííîâîëíîâûå óïðóãèå ôëóêòóàöèè (çâóêîâûå âîëíû), âîçáóæäàåìûå çà ñ÷åò òåïëîâîãî äâè-
æåíèÿ, íå âëèÿþò ñóùåñòâåííî íà ìàêðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà âåùåñòâà. Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû ðàçáåðåì
ðîëü äëèííîâîëíîâûõ òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé, ñâÿçàííûõ ñ äåôîðìàöèåé ñìåêòè÷åñêèõ ñëîåâ, â ôèçèêå ñìåêòè-
÷åñêèõ ôàç. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ, ìû íå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà
íàõîäèòñÿ âáëèçè êàêîé-ëèáî òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà: íàøå ðàññìîòðåíèå îòíîñèòñÿ ê ëþáîé ñìåêòè÷åñêîé
ôàçå âíå çàâèñèìîñòè îò åå òåìïåðàòóðû.
Êàê ìû óæå îòìå÷àëè â ïàðàãðàôå 5, ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà äëÿ ïåðåõîäà èç æèäêîé â ñìåêòè÷åñêóþ ôàçó

ÿâëÿåòñÿ ãëóáèíà ìîäóëÿöèè ïëîòíîñòè (5.1). Â ñìåêòè÷åñêîé ôàçå ôëóêòóàöèÿìè ìîäóëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü òàêæå, êàê ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ôëóêòóàöèÿìè ìîäóëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â íèçêîòåìïåðà-
òóðíîé ôàçå, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ôàçîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà. Íî ìû óæå çíàåì, ÷òî ó ìíî-
ãîêîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â íèçêîòåìïåðàòóðíîé ôàçå îñòàþòñÿ ìÿãêèå ñòåïåíè ñâîáîäû (íàïðèìåð,
óãîë ïîâîðîòà äâóõêîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà). Òî÷íî òàêæå â ñìåêòè÷åñêîé ôàçå ó ïàðàìåòðà ïîðÿä-
êà îñòàþòñÿ ìÿãêèå ñòåïåíè ñâîáîäû, êîòîðûå êàê ðàç è ñâÿçàíû ñ äëèííîâîëíîâûìè äåôîðìàöèÿìè ñèñòåìû
ñìåêòè÷åñêèõ ñëîåâ. Ýòè äåôîðìàöèè, êàê è â êðèñòàëëå, ñëåäóåò îïèñûâàòü â òåðìèíàõ ñìåùåíèÿu îò ðàâ-
íîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ. Íî â îòëè÷èå îò êðèñòàëëà, ãäå ñìåùåíèå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì, â ñìåêòèêåu ÿâëÿåòñÿ
ñêàëÿðîì, òàê êàê ñìåùåíèå ñìåêòè÷åñêîãî ñëîÿ ìîæíî ââåñòè òîëüêî â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ýòîìó
ñëîþ.
Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè (êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ñâîáîäíîé ýíåðãèè) ñìåêòè÷åñêèå ñëîè ïàðàëëåëüíû

è ýêâèäèñòàíòíû. Íàïðàâèì îñü Z ïåðïåíäèêóëÿðíî ðàâíîâåñíûì ñìåêòè÷åñêèì ñëîÿì, òîãäàu áóäåò ñìåùå-
íèåì ñëîåâ âäîëü ýòîé îñè. Ýíåðãèÿ ñìåêòèêà íå ìîæåò ìåíÿòüñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèèu → u + const (÷òî
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ñîîòâåòñòâóåò ñìåùåíèþ ñìåêòèêà, êàê öåëîãî). Ïîýòîìó (êàê è â êðèñòàëëå) ýíåðãèÿ çàâèñèò îò ãðàäèåíòàu.
Â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè ãëàâíûé âêëàä â óïðóãóþ ýíåðãèþ ñìåêòèêà èìååò âèä

F(el) =
∫

d3r
B

2
(∇zu)2 . (6.1)

Ýòà ýíåðãèÿ ñâÿçàíà ñ ñæàòèåì (ðàñòÿæåíèåì) ñìåêòè÷åñêèõ ñëîåâ, òî åñòüB � ìîäóëü ñæàòèÿ. Ìîäóëü ñäâèãà,
êàê ìû óæå îòìå÷àëè, â ñìåêòèêàõ îòñóòñòâóåò. Òåì íå ìåíåå, ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ óïðóãîñòüþ
ñìåêòèêîâ, íåîáõîäèìî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå âêëàä â ýíåðãèþ, ñîäåðæàùèé ïðîèçâîäíûå îòu ïî x, y, òàê êàê
èíà÷å òàêèå çàäà÷è áóäóò ïëîõî îïðåäåëåíû. Òàêèì âêëàäîì ÿâëÿåòñÿ ÷ëåí, ñîäåðæàùèé á�îëüøóþ ñòåïåíü
ãðàäèåíòà, ÷åì (6.1):

FK =
∫

d3r
K

2
(∇2u)2 . (6.2)

Çäåñü K � åùå îäèí ìîäóëü óïðóãîñòè. Âêëàäû âòîðîãî ïîðÿäêà (6.1,6.2) âìåñòå óæå êîððåêòíî îïðåäåëÿþò
ëèíåéíóþ òåîðèþ óïðóãîñòè ñìåêòèêà.
Ñâÿæåì òåïåðü ñìåùåíèåu ñ ïàðàìåòðîì ïîðÿäêàϕ (ìîäóëÿöèåé ïëîòíîñòè), òî÷íåå, ñ åãî ñðåäíèì ïî êîðîò-

êîâîëíîâûì ôëóêòóàöèÿì. Âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â ñìåêòè÷åñêîé ôàçå îáñóæ-
äàëîñü â ïàðàãðàôå 5: 〈ϕ〉 ∝ cos(φ0 + q0z), ãäå φ0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïðèâåäåííîå âûðàæåíèå îòíîñèòñÿ ê
îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ (ìèíèìóìó ýíåðãèè). Äëÿ äåôîðìèðîâàííîãî æå ñîñòîÿíèÿ ñìåêòèêà ìû ìîæåì çàïèñàòü

ϕ(r) = c cos(φ) . (6.3)

Íàïîìíèì, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ `çàìåðçàåò', òàê ÷òîc â (6.3)
ìîæíî ñ÷èòàòü êîíñòàíòîé, à ôëóêòóàöèè ñìåêòè÷åñêèõ ñëîåâ îïèñûâàþòñÿ ïåðåìåííîéφ. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå
φ = 2πn (ãäå n � öåëîå ÷èñëî) çàäàåò ìàêñèìóìû ïëîòíîñòè, òî åñòü îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ñìåêòè÷åñêèõ ñëîåâ.
Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè φ = q0z + φ0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêâèäèñòàíòíûì ñëîÿì, ïåðïåíäèêóëÿðíûì îñèZ, ñ
òîëùèíîé ñëîÿ 2π/q0. Â äåôîðìèðîâàííîì æå ñîñòîÿíèè

φ = q0[z − u(r)] , (6.4)

ãäå u � ââåäåííîå íàìè âûøå ïîëå ñìåùåíèÿ ñìåêòè÷åñêèõ ñëîåâ.
Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðåäñòàâëåíèå (6.3) ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáîé êðèñòàëëèçàöèè, êîãäà ìîäóëÿ-

öèÿ ïëîòíîñòè ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ. Â îáùåì ñëó÷àå ìîäóëÿöèÿ ïëîòíîñòè â îñíîâíîì
ñîñòîÿíèè ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé (êîòîðóþ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå). Â äåôîðìèðîâàííîì
æå ñîñòîÿíèè

ϕ(r) =
∞∑

n=0

cn cos(φn) , , (6.5)

ãäå cn � íåêîòîðûå êîíñòàíòû èφ1 = φ. Åñëè ìû èíòåðåñóåìñÿ äëèííîâîëíîâûìè äåôîðìàöèÿìè, òî çà ñ÷åò òîãî,
÷òî ðàçíûå ãàðìîíèêè çàâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, ìû èìååìφn = nφ + θn, ãäå θn � íîâûé íàáîð êîíñòàíò. Òàêèì
îáðàçîì, è â îáùåì ñëó÷àå ôàêòîð φ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñìåêòèêà. Ïîýòîìó
äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå íå çàâèñèò îò ãëóáèíû ìîäóëÿöèè ïëîòíîñòè ñìåêòèêà.
Çàìåòèì, ÷òî ñîñòîÿíèå ñìåêòèêà, çàäàííîå â òåðìèíàõ ïåðåìåííîéφ, íå ïðåäïîëàãàåò (â îòëè÷èå îò ñìåùåíèÿ

u) ââåäåíèÿ êàêîé-ëèáî âûäåëåííîé îñè. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ïåðåïèñàòü óïðóãóþ ýíåðãèþ ñìåêòèêà ÷åðåç
φ, èìåÿ â âèäó, ÷òî ýòà ýíåðãèÿ äîëæíà áûòü ÿâíî âðàùàòåëüíî èíâàðèàíòíîé. Ïðåæäå âñåãî, â ðàâíîâåñèè
ãðàäèåíò ∇φ îòëè÷åí îò íóëÿ, îí ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàâåíq0. Çàòåì, ýíåðãèÿ äîëæíà áûòü èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ φ → φ + const, òàê êàê ñäâèã ôàçû â (6.3) íå ìîæåò èçìåíèòü ìàêðîñêîïè÷åñêîãî
ñîñòîÿíèÿ. È, íàêîíåö, ïðè ìàëûõu ýíåðãèÿ ñìåêòèêà äîëæíà ïåðåõîäèòü â (6.1,6.2). Â ðåçóëüòàòå ìû íàõîäèì

FB =
∫

d3r
B

8

(
q−2
0 (∇φ)2 − 1

)2

, (6.6)

FK =
∫

d3r
K

2
q−2
0 (∇2φ)2 . (6.7)

Âûðàæåíèå (6.7) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïåðåïèñûâàíèåì (6.2), â òî âðåìÿ êàê (6.6) ñîäåðæèò â ñåáå íå÷òî íîâîå ïî
ñðàâíåíèþ ñ (6.1). À èìåííî, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (6.4) â (6.6), ìû ïîëó÷àåì

FB =
∫

d3r
B

2

(
∇zu− 1

2
(∇u)2

)2

. (6.8)
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Çäåñü íàðÿäó ñ ÷ëåíîì âòîðîãî ïîðÿäêà (6.1) ñîäåðæàòñÿ òàêæå ÷ëåíû òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîu ïîðÿäêà,
êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ òåì æå ìîäóëåì óïðóãîñòè B. Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî òîëüêî ïîëíàÿ ñóììà (6.8)
îáëàäàåò âðàùàòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòüþ, êîòîðîé íå îáëàäàåò êàæäîå èç ñëàãàåìûõ ïî îòäåëüíîñòè.
Òåïåðü ìû ïðèñòóïàåì ê èçó÷åíèþ ðîëè ôëóêòóàöèé ñìåêòè÷åñêèõ ñëîåâ. Êàê îáû÷íî, ìû ñòàðòóåì ñ îïè-

ñàíèÿ â ðàìêàõ êâàäðàòè÷íîãî âêëàäà â ôóíêöèîíàë Ëàíäàó, êîòîðûé äëÿ ñìåêòèêîâ îïðåäåëÿåòñÿ (6.1,6.2), à
çàòåì ïðèìåì âî âíèìàíèå âçàèìîäåéñòâèå ôëóêòóàöèé, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ âêëàäàìè òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà â (6.8). Îáúåêòîì íàøåãî èçó÷åíèÿ áóäóò êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñìåùåíèÿu. Ïàðíóþ êîððåëÿöè-
îííóþ ôóíêöèþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòüG:

G(r) = 〈u(r)u(0)〉 . (6.9)

Çäåñü óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò óñðåäíåíèå ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè∝ exp(−FB/T −FK/T ). Ìû
áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ òàêæå êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè ìîäóëÿöèè ïëîòíîñòè (6.3), êîòîðûå ìîãóò íàáëþ-
äàòüñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ ïî íåéòðîííîìó èëè ðåíòãåíîâñêîìó ðàññåÿíèþ íà âåùåñòâå.
Çàòðàâî÷íîå çíà÷åíèå ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (6.9), ïîëó÷àþùååñÿ èç (6.1,6.2), â Ôóðüå-

ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

G0(q) =
T

Bq2
z + Kq4

. (6.10)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èíòåãðàë

G0(r) =
∫

d3q

(2π)3
exp(iqr)

T

Bq2
z + Kq4

(6.11)

ðàñõîäèòñÿ (ëîãàðèôìè÷åñêè) ïðè ìàëûõ q è çàâèñèò, ñëåäîâàòåëüíî, îò ðàçìåðà ñèñòåìû L: G0 ≈
(4π

√
BK)−1 ln(L/r). Âû÷èñëèì ñëåäóþùóþ ðàçíîñòü (îò ðàçìåðà íå çàâèñÿùóþ)

G0(0)−G0(r) =
∫

d3q

(2π)3
T

Bq2
z + Kq4

×

[1− exp(iqr)] ' T

4π
√

BK
ξ , (6.12)

ãäå

ξ = ln max

[
Λr⊥,Λ

(
K

B

)1/4 √
| z |

]
, r⊥ =

√
x2 + y2 , (6.13)

è Λ � îáðåçêà. Â ñèëó àíèçîòðîïèè ñìåêòèêà ñëåäóåò óòî÷íèòü îïðåäåëåíèå îáðåçêè: ýòî ïðåäåëüíûé âîëíîâîé
âåêòîð â ïëîñêîñòè X − Y . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè (6.12) ìû ó÷ëè, ÷òî õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå
qz ∼ K1/2B−1/2q2

⊥ â èíòåãðàëå ìíîãî ìåíüøå, ÷åì q⊥ =
√

q2
x + q2

y. Ïîýòîìó â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè q

ìîæíî çàìåíèòü íà q⊥. Ýòî ñðàçó ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü èíòåãðèðîâàíèå ïîqz è q⊥.
Ðàññìîòðèì ðîëü äëèííîâîëíîâûõ óïðóãèõ ôëóêòóàöèé ñìåêòèêà â ôîðìèðîâàíèè êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé

ìîäóëÿöèè ïëîòíîñòèϕ. Åñëè ïðåíåáðå÷ü ñàìîäåéñòâèåìu, òî åñòü ïðèíÿòü âî âíèìàíèå òîëüêî ÷ëåíû (6.1,6.2)
â ðàçëîæåíèè Ëàíäàó, òî âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé (6.3) ñâîäèòñÿ ê Ãàóññîâûì èíòåãðàëàì è ìîæåò
áûòü ïðîäåëàíî ÿâíî. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîäóëÿöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.3) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì

〈cos φ〉0 = cos(q0z) exp
(
−1

2
q2
0〈u2〉0

)
. (6.14)

Òàê êàê âåëè÷èíà 〈u2〉0 = G0(r = 0) ëîãàðèôìè÷åñêè çàâèñèò îò ðàçìåðà ñèñòåìû, òî ñðåäíåå çíà÷åíèåϕ
ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ñèñòåìû L ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (ïðàâäà, äîâîëüíî ìåäëåííî, êàê íåêîòîðàÿ ñòåïåíüL).
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôëóêòóàöèè u ðàçìûâàþò ìîäóëÿöèþ ïëîòíîñòè â ñìåêòèêàõ.
Âû÷èñëèì òåïåðü (â òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ) ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþϕ, êîòîðóþ îáû÷íî íàçû-

âàþò ñòðóêòóðíûì ôàêòîðîì: S(r) = 〈ϕ(r)ϕ(0)〉. Ñòðóêòóðíûé ôàêòîð ïðîïîðöèîíàëåí

S(r) ∝ 〈cosφ(r) cos φ(0)〉0 = 1/2 · cos(q0z) exp
(−q2

0(G0(0)−G0(r)
) ∝ r−ζ

⊥ cos(q0z) , (6.15)

ãäå

ζ =
Tq2

0

4π
√

BK
. (6.16)
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Ðèñ. 21: Îäíîïåòëåâîé âêëàä â ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ.
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Ðèñ. 22: Îäíîïåòëåâûå âêëàäû â òðîéíóþ âåðøèííóþ ôóíêöèþ.

Çàêîí ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ∝ r−ζ
⊥ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (6.12), îí ñïðàâåäëèâ ïðè óñëîâèè r2

⊥ À| z |
√

K/B.
Òàêèì îáðàçîì, ôëóêòóàöèè ðàññòðàèâàþò ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð êîððåëÿöèé, êîòîðûé íàáëþäàëñÿ
áû â òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ.
Òåïåðü ìû ïðèñòóïàåì ê àíàëèçó ôëóêòóàöèîííûõ ïîïðàâîê ê (6.10), îáÿçàííûõ âêëàäàì òðåòüåãî è ÷åòâåð-

òîãî ïîðÿäêà â (6.8). Ñòàðòóÿ ñ ýòèõ âûðàæåíèé, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðèþ âîçìóùåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ñìåùåíèÿ u. Ïîïðàâêè ê çàòðàâî÷íûì âûðàæåíèÿì áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ äèàãðàì-
ìàìè ñ òðîéíûìè è ÷åòâåðíûìè âåðøèíàìè, êîòîðûì â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.8) ñîïîñòàâëÿþòñÿ ôàêòîðûB è
îïðåäåëåííûå êîìáèíàöèè âîëíîâûõ âåêòîðîâ. Ïåðâûå (îäíîïåòëåâûå) âêëàäû â ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ, à òàêæå â òðîéíóþ è ÷åòâåðíóþ âåðøèííûå ôóíêöèè èçîáðàæåíû íà ðèñóíêàõ (21,22,23), ãäå òîùàÿ
òî÷êà èçîáðàæàåò òðîéíóþ âåðøèíó, à æèðíàÿ òî÷êà èçîáðàæàåò ÷åòâåðíóþ âåðøèíó. Ìîæíî ðàññìîòðåòü è
âêëàäû â ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ è âåðøèííûå ôóíêöèè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà (ìíîãîïåòëåâûå).
Àíàëèç âûðàæåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàììàì, ïðèâåäåííûì íà ðèñóíêàõ (21,22,23), ïîêàçûâàåò, ÷òî îíè

âîñïðîèçâîäÿò ñòðóêòóðó çàòðàâî÷íîé ôóíêöèèG(q)−1 è çàòðàâî÷íûõ âåðøèííûõ ôóíêöèé, äàâàÿ ëîãàðèô-
ìè÷åñêèå ïîïðàâêè ê èñõîäíûì ìîäóëÿì óïðóãîñòè (òî åñòüB è K). Òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ âêëàäîâ áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ìíîãîïåòëåâûå äèàãðàììû. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ñíîâà ñòàëêèâàåìñÿ
ñ ïðîáëåìîé ñóììèðîâàíèÿ ãëàâíûõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïîïðàâîê. Ïîäîáíàÿ ïðîáëåìà äëÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â
4d ðàññìàòðèâàëàñü â ïàðàãðàôå 3, ãäå ðåøåíèå äîñòèãàåòñÿ ñóììèðîâàíèåì ïàðêåòíûõ äèàãðàìì. Äëÿ ñìåê-
òèêîâ ïîäîáíûé îòáîð äèàãðàìì âîçìîæåí, íî îí ïðèâîäèò ê áîëåå ãðîìîçäêîé ïðîöåäóðå èç-çà íàëè÷èÿ äâóõ
òèïîâ âåðøèí. Ïîýòîìó ìû ñðàçó ïåðåõîäèì ê ðåíîðì-ãðóïïîâîé (ÐÃ) ïðîöåäóðå (êîòîðàÿ äëÿ ôàçîâûõ ïå-
ðåõîäîâ â 4d áûëà ñôîðìóëèðîâàíà â ïàðàãðàôå 4). Ðåíîðì-ãðóïïîâàÿ ïðîöåäóðà ýôôåêòèâíî ðàáîòàåò, åñëè
ãëàâíûå ïîïðàâêè ê îáúåêòàì (êîððåëÿöèîííûì ôóíêöèÿì, âåðøèííûì ôóíêöèÿì) íà ìàñøòàáåR îïðåäåëÿ-
þòñÿ ôëóêòóàöèÿìè íà ìàñøòàáàõ r ¿ R. Ýòî êàê ðàç òèïè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ïðè ëîãàðèôìè÷åñêîì õàðàêòåðå
ïîïðàâîê.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ïðàâèëàìè ÐÃ-ïðîöåäóðû ñíà÷àëà ìû ïðîäåëûâàåì åå ýëåìåíòàðíûé øàã. Äëÿ ýòîãî

ìû ðàçáèâàåì ïîëå u íà ìåäëåííóþ u′ è áûñòðóþ ũ ÷àñòè: u = u′ + ũ. Íàì óäîáíî áóäåò ïðîèçâåñòè ðàçáèåíèå
òàêèì îáðàçîì, ÷òî

ũ(r) =
∑

q

uq exp(iqr) ,

ãäå Λ′ < q⊥ < Λ. Çäåñü Λ � îáðåçêà, à Λ′ ðàçäåëÿåò áûñòðûå è ìåäëåííûå âîëíîâûå âåêòîðà. ×òî æå êàñàåòñÿ
êîìïîíåíòû qz, òî ìû íå áóäåì íàêëàäûâàòü íà íåå íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé. Ôóíêöèîíàë Ëàíäàó äëÿ ìåäëåííûõ
ïåðåìåííûõ F ′(u′) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ

exp(−F ′/T ) =
∫
Dũ exp(−F/T ) . (6.17)

r r²
±

¯
°¢

¢¢
A

AA
q q

r

q q

q q

Ðèñ. 23: Îäíîïåòëåâûå âêëàäû â ÷åòâåðíóþ âåðøèííóþ ôóíêöèþ.
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Íàïîìíèì, ÷òî ôàêòîð â ëåâîé ÷àñòè (6.17) îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëÿ ñòåïåíåé ñâîáîäû ñ
âîëíîâûìè âåêòîðàìèq⊥ < Λ′, òî åñòüF ′(u′) ñîäåðæèò â ñåáå ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ
ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ.
×òîáû íàéòèF ′, ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðèþ âîçìóùåíèé (òàê êàê ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû áûñòðûõ ïåðåìåí-

íûõ îãðàíè÷åíî). Òåì íå ìåíåå, ìû áóäåì ïîëàãàòüΛ′ ¿ Λ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðîèçâîäèòü îòáîð âêëàäîâ
ïî áîëüøîìó ëîãàðèôìó ln(Λ/Λ′). Ýòè äâà óñëîâèÿ (áîëüøîé ëîãàðèôì ln(Λ/Λ′) è ïðèìåíèìîñòü òåîðèè âîç-
ìóùåíèé) ñîâìåñòèìû ïðè ìàëîì çíà÷åíèè áåçðàçìåðíîé êîíñòàíòû ñâÿçè (ñðàâíè ïàðàãðàô 4), äëÿ ñìåêòèêîâ
ýòîò êðèòåðèé áóäåò ñôîðìóëèðîâàí íèæå.
Èñõîäíûì ïóíêòîì òåîðèè âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó ïî áûñòðîìó ïîëþũ.

×ëåí ïåðâîãî ïîðÿäêà ýòîãî ðàçëîæåíèÿ îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî äëÿ Ôóðüå-ãàðìîíèê ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè
q âáëèçè Λ′ (â ñèëó óñëîâèÿ, ÷òî â ëþáîì ÷ëåíå F , ïåðåïèñàííîì â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè, ñóììà âîëíîâûõ
âåêòîðîâ äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ). Ïîýòîìó îí íå ìîæåò ïðîèçâîäèòü âêëàäîâ, ñîäåðæàùèõ áîëüøîé ëîãà-
ðèôì ln(Λ/Λ′), èç-çà ÷åãî ìû áóäåì èãíîðèðîâàòü ýòîò ÷ëåí ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïåðâûì íåòðèâèàëüíûì ÷ëåíîì
ðàçëîæåíèÿF ïî ũ ÿâëÿåòñÿ ÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ èì, òî ìû ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìîå îäíî-
ïåòëåâîå ïðèáëèæåíèå, êîòîðîå, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì â ÐÃ-óðàâíåíèÿõ. Èìåííî â ýòîì ïðèáëèæåíèè
ïðîäåëàíû âñå äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ.
Ðàñêëàäûâàÿ (6.8,6.2) ïî ũ äî âòîðîãî ïîðÿäêà, ìû íàõîäèì

F(u) → F(u′) + F̃(2) + Fint , (6.18)
Fint = Fi1 + Fi2 + Fi3 , (6.19)

ãäå

F̃(2) =
∫

d3r

[
B

2
(∇zũ)2 +

K

2
(∇2ũ)2

]
, (6.20)

Fi1 = −B

2

∫
d3r∇zu

′(∇ũ)2 , (6.21)

Fi2 = −B

∫
d3r∇u′∇ũ∇zũ , (6.22)

Fi3 =
B

4

∫
d3r

{
(∇u′)2(∇ũ)2 + 2(∇u′∇ũ)2

}
. (6.23)

Òåïåðü ìû äîëæíû ïîäñòàâèòü ðàçëîæåíèå (6.18) â (6.17) è ïðîèçâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïî áûñòðîìó ïîëþũ. Â
ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ïîïðàâêè êF(ϕ′) ìàëû, è ïîýòîìó ìîæíî ïðîèçâåñòè ðàçëîæåíèå ëåâîé ÷àñòè
(6.17) ïî F ′(u′)−F(u′), à ïðàâîé ÷àñòè ïî Fint. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì

F ′(u′)−F(u′) ' 〈Fint〉0 − 1
2T
〈〈F2

int〉〉0 +
1

6T 2
〈〈F3

int〉〉0 −
1

24T 3
〈〈F4

int〉〉0 , (6.24)

ãäå èíäåêñ íîëü îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè∝ exp[−F̃(2)]. Ìû ñîõðàíèëè â
(6.24) ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ïîFint, êîòîðûå äàþò ëîãàðèôìè÷åñêèå âêëàäû âF ′(u′). Äâîéíûå ñêîáêè â
(6.24) îçíà÷àþò, ÷òî â ñðåäíåì ñëåäóåò áðàòü òîëüêî âêëàäû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñâÿçíûì äèàãðàììàì, ïîñêîëüêó
íåïðèâîäèìûå ÷àñòè (ñîîòâåòñòâóþùèå íåñâÿçíûì äèàãðàììàì) ñîêðàùàþòñÿ ñ âûñøèìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ
ëåâîé ÷àñòè (6.17) ïî F ′(u′)−F(u′).
Óñðåäíåíèå ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè∝ exp[−F̃(2)] ÿâëÿåòñÿ Ãàóññîâûì, òàê ÷òî âñå êîððå-

ëÿöèîííûå ôóíêöèè ũ, íàéäåííûå ïî ýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòè, ñâîäÿòñÿ ê ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè (6.10) (çàïèñàííîé â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè), êîòîðàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ ïðèΛ′ < q < Λ.
Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (6.24) ñâîäèòñÿ ê

〈Fint〉0 =
∫

d3r (B/2)(∇u′)2〈(∇ũ)2〉0 , (6.25)

ãäå

〈(∇ũ)2〉0 ≈
∫

d3q

(2π)3
Tq2

⊥
Bq2

z + Kq4
⊥

. (6.26)

Ìû ó÷ëè çäåñü óæå îáñóæäàâøååñÿ íåðàâåíñòâî qz ¿ q⊥ äëÿ õàðàêòåðíîãî çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà. Íà-
ïîìíèì, ÷òî Λ′ < q⊥ < Λ, à íà qz íå íàëîæåíî íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé, òî åñòü èíòåãðàë ïîqz èäåò îò −∞ äî +∞.
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Èíòåãðàë (6.26) ÿâëÿåòñÿ `óëüòðàôèîëåòîâûì', òî åñòü îïðåäåëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ âåðõíåãî ïðåäåëàΛ. Êàê ìû
óæå óñòàíîâèëè, òàêîãî ðîäà âåëè÷èíû äîëæíû âêëþ÷àòüñÿ â ðåíîðìèðîâêè êîíñòàíò òåîðèè (íàïðèìåð, òåì-
ïåðàòóðû ôàçîâîãî ïåðåõîäà), êîòîðûå íå ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè. Äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîíÿòü, ðåíîðìèðîâêó êàêîé êîíñòàíòû ïðîèçâîäèò ÷ëåí (6.25), âåðíåìñÿ ê âûðàæåíèþ (6.6) è ñäâèíåì â
íåì q0. Ïîäñòàâëÿÿ çàòåì (6.4) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî |∇φ| ≈ q0, ìû íàõîäèì êàê ðàç ÷ëåí, èìåþùèé ñòðóêòóðó (6.25).
Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (6.24) äàåò òîëüêî ðåíîðìèðîâêóq0 (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,
ðåíîðìèðîâêó ïåðèîäà îäíîìåðíîé ìîäóëÿöèè ïëîòíîñòè), è íå ïðèâîäèò ïîýòîìó ê êàêèì-ëèáî êðóïíîìàñøàá-
íûì ýôôåêòàì.
×ëåí 〈〈F2

int〉〉0 â ïðàâîé ÷àñòè (6.24) äàåò íåñêîëüêî ðàçíûõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ âêëàäîâ âF ′. Ðàññìîòðèì èõ
ïîñëåäîâàòåëüíî.
Ïåðâûé èç ëîãàðèôìè÷åñêèõ âêëàäîâ âF ′ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∆1F ′ = − 1
2T
〈〈F2

i1〉〉0 = −B2

8T

∫
d3r1 d3r2 ∂zu1∂zu2〈〈(∇ũ1)2(∇ũ2)2〉〉0 . (6.27)

ãäå u1,2 = u′(r1,2). Ñðåäíåå â (6.27) èìååò õàðàêòåðíûé ìàñøòàá 1/Λ′ è ïîòîìó ìû ìîæåì ïîäñòàâèòü u2 → u1

òàê êàê u′ � ìåäëåííîå ïîëå. Ïîñëå ýòîé ïîäñòàíîâêè ìû ïîëó÷àåì âêëàä â ôóíêöèîíàë Ëàíäàó, ïî ñòðóêòóðå
ñîâïàäàþùèé ñ (6.1). Êîýôôèöèåíò â íåì îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

∫
d3r2 〈〈(∇ũ1)2(∇ũ2)2〉〉0 = 2

∫
d3q

(2π)3
q4G2

0(q)

≈ 2
∫

dqz d2q⊥
(2π)3

q4
⊥

T 2

(Bq2
z + Kq4

⊥)2
=

T 2

4πB1/2K3/2
ln

Λ
Λ′

,

×òîáû ïîëó÷èòü çäåñü êîíå÷íûé îòâåò, íàäî ñíà÷àëà âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïîqz (êîòîðûé, íàïîìíèì, èäåò â
áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ), à çàòåì óæå âçÿòü èíòåãðàë ïîq⊥, êîòîðûé èäåò îò Λ′ äî Λ. Â ðåçóëüòàòå ìû íàõîäèì

∆1F ′ = − TB3/2

32πK3/2
ln

Λ
Λ′

∫
d3r (∂zu)2 . (6.28)

Âòîðîé ëîãàðèôìè÷åñêèé âêëàä âF ′, ïðîèçâîäèìûé 〈〈F2
int〉〉0 çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

∆2F ′ = − 1
2T
〈〈F2

i2〉〉0 = −B2

2T

∫
d3r1 d3r2∇iu1∇ku2〈〈∇zũ1∇iũ1∇zũ2∇kũ2〉〉0 , (6.29)

ãäå u1 = u′(r1), u2 = u′(r2). Ìû ïðîàíàëèçèðóåì ýòîò âêëàä íåñêîëüêî ïîçæå. Èìååòñÿ åùå äâà ëîãàðèôìè÷å-
ñêèõ âêëàäà â F ′, ïðîèçâîäèìûõ 〈〈F2

int〉〉0:

∆3F ′ = − 1
T
〈〈Fi1Fi3〉〉0 , ∆4F ′ = − 1

2T
〈〈F2

i3〉〉0 . (6.30)

Äåéñòâóÿ òàê æå, êàê è ïðè âûâîäå (6.28), ìû íàõîäèì

∆3F ′ =
TB3/2

16πK3/2
ln

Λ
Λ′

∫
d3r ∂zu(∇u)2 , (6.31)

∆4F ′ = − 9TB3/2

256πK3/2
ln

Λ
Λ′

∫
d3r (∇u)4 . (6.32)

Êàê è âûøå, ìû ïðåíåáðåãàåì âåçäå qz ïî ñðàâíåíèþ ñ q⊥ è, ñîîòâåòñòâåííî, çàìåíÿåì (∂xu)2 +(∂yu)2 íà (∇u)2.
Òåïåðü ìû ïðèñòóïàåì ê ðàññìîòðåíèþ ëîãàðèôìè÷åñêèõ âêëàäîâ âF ′, ïðîèçâîäèìûõ 〈〈F3

int〉〉0. Èìååòñÿ äâà
òàêèõ âêëàäà:

∆5F ′ =
1

2T 2
〈〈Fi1F2

i2〉〉0 , ∆6F ′ =
1

2T 2
〈〈Fi3F2

i2〉〉0 . (6.33)

È, íàêîíåö, èìååòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèé âêëàä, ïðîèçâîäèìûõ〈〈F4
int〉〉0:

∆7F ′ = − 1
24T 3

〈〈F4
i2〉〉0 , (6.34)
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Äåéñòâóÿ òàê æå, êàê è ïðè âûâîäå (6.28), ìû íàõîäèì

∆5F ′ = − TB3/2

32πK3/2
ln

Λ
Λ′

∫
d3r ∂zu(∇u)2 , (6.35)

∆6F ′ =
5TB3/2

128πK3/2
ln

Λ
Λ′

∫
d3r (∇u)4 , (6.36)

∆7F ′ = − 3TB3/2

256πK3/2
ln

Λ
Λ′

∫
d3r (∇u)4 . (6.37)

Ñóììèðóÿ òåïåðü ïîïðàâêè∆1F ′, ∆3F ′−∆7F ′, ìû íàõîäèì, ÷òî îíè ñîáèðàþòñÿ â êîìáèíàöèþ, âûïèñàííóþ
â âûðàæåíèè (6.8). Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàðíûé øàã ÐÃ âîñïðîèçâîäèò âûðàæåíèå (6.8). Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì âðàùàòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòè, `çàøèòîé' â êîìáèíàöèè (6.8). Êàê ñëåäóåò èç íàéäåííûõ âûðàæåíèé,
ýëåìåíòàðíûé øàã ÐÃ äàåò ïîïðàâêó ê ìîäóëþB, êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

B′ −B = − TB3/2

16πK3/2
ln

Λ
Λ′

. (6.38)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðîäåëàííûé øàã ÐÃ-ïðîöåäóðû ñîîòâåòñòâóåò íà ÿçûêå îáû÷íîé òåîðèè âîç-
ìóùåíèé ó÷åòó îäíîïåòëåâûõ äèàãðàìì, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêàõ 21,22,23 è îïðåäåëÿþùèõ ðåíîðìèðîâêó
G−1(q), òðîéíîé è ÷åòâåðíîé âåðøèííûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâåííî. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòè âåëè÷èíû (çàòðàâî÷-
íîå çíà÷åíèå êàæäîé èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ìîäóëåìB) ìîãóò ðåíîðìèðîâàòüñÿ ïî-ðàçíîìó. Îäíàêî, êàê
ïîêàçàëî ïðÿìîå âû÷èñëåíèå, ëîãàðèôìè÷åñêèå ïîïðàâêè êB äëÿ âñåõ òðåõ âåëè÷èí èäåíòè÷íû. Êàê ìû óæå
îòìåòèëè, ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèè, êîòîðàÿ âåäåò ê èíâàðèàíòíîñòè ôóíê-
öèîíàëà Ëàíäàó îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ

δu = θx + θz∂xu− θx∂zu , (6.39)

ãäå θ � èíôèíèòåçåìàëüíûé ïàðàìåòð, èìåþùèé ñìûñë óãëà ïîâîðîòà. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðåîáðà-
çîâàíèå (6.39) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì ïî u, òî åñòü ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé ÷ëåíû ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà â ôóíê-
öèîíàëå Ëàíäàó. Èíâàðèàíòíîñòü (6.8) îòíîñèòåëüíî (6.39) ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

δ[∇zu− (∇u)2/2] = θz∇x[∇zu− (∇u)2/2]− θx∇z[∇zu− (∇u)2/2]|, (6.40)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì çàêîíîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêàëÿðà ïðè âðàùåíèè, è êîòîðîå ïî÷òè î÷åâèäíî,
åñëè âñïîìíèòü ïðîèñõîæäåíèå∇zu− (∇u)2/2 èç (∇φ)2. Ïîäñòàâëÿÿ (6.40) â (6.8), ìû íàõîäèì, ÷òî ïîïðàâêà ê
ïîäûíòåãðàëüíîìó âûðàæåíèþ èìååò âèä ïîëíîé ïðîèçâîäíîé, êîòîðàÿ èñ÷åçàåò ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì.
Âîçâðàòèìñÿ òåïåðü ê àíàëèçó âêëàäà (6.29). Ìû îïÿòü äîëæíû èñïîëüçîâàòü ìåäëåííîñòü èçìåíåíèÿ ïîëÿ

u′ íà ìàñøòàáå Λ′−1, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì äëÿ ñðåäíåãî â (6.29). Åñëè ïðîñòî ïîäñòàâèòüu2 → u1,
òî ìû ïîëó÷èì ÷ëåí âèäà (6.25), êîòîðûé äîëæåí áûòü âêëþ÷åí â ïåðåîïðåäåëåíèåq0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû
äîëæíû ðàçëîæèòü u2 ïî ðàçíîñòè r = r2 − r1. Íóëåâîé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ äàåò óæå îáñóæäàâøóþñÿ çàìåíó
u2 → u1. Ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ äàåò âêëàä, êîòîðûé (â ñèëó íå÷åòíîñòè) èñ÷åçàåò ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî óãëàì. Âòîðîé æå ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïî r = r2 − r1 äàåò (ïîñëå îäíîêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â
èíòåãðàëå ïî r1 è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â èíòåãðàëå ïî z â îäíîì èç ñëàãàåìûõ)

∆2F ′ =
B2

4T

∫
d3r1∇α∇γu1∇β∇δu1

∫
d3r rγrδ [∂z∇αG0(r)∂z∇βG0(r)− ∂zG0(r)∂z∇α∇βG0(r)] .

Çäåñü èíäåêñû α, β, γ è δ ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ x, y, à G0 îïðåäåëÿåòñÿ (6.11). Ìû ïðèíÿëè âî âíèìàíèå òîëüêî
÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ïî x, y, íî íå ïî z, è îïóñòèëè âåçäå, ãäå ýòî âîçìîæíî, ïðîèçâîäíûå ïî z, òàê êàê òîëüêî
îñòàâøèåñÿ ÷ëåíû äàþò ëîãàðèôìè÷åñêèå èíòåãðàëû. Òåïåðü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïîr, âîñïîëüçî-
âàâøèñü ñëåäóþùèì èç ôîðìóëû (6.11) âûðàæåíèåì

∂zG0 = − T

8π
√

BK z
exp

(
−1

4

√
B

K

r2
⊥
|z|

)
.

Â ðåçóëüòàòå ìû íàõîäèì

∆2F ′ =
T

64π

√
B

K
ln(Λ/Λ′)

∫
d3r1

(∇2
⊥u1

)2
. (6.41)
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Ñ íàøåé òî÷íîñòüþ∇2
⊥ = ∂2

x + ∂2
y ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà∇2 (ïîñêîëüêó äëÿ õàðàêòåðíûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ

qz ¿ q⊥). Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê ÷ëåíó òàêîé æå ñòðóêòóðû, ÷òî (6.2), òî åñòü ìû íàõîäèì ñëåäóþùóþ
ïîïðàâêó ê ìîäóëþ K:

K ′ −K =
TB1/2

32πK1/2
ln(Λ/Λ′) . (6.42)

Âñå ñêàçàííîå âûøå ñïðàâåäëèâî, åñëèB −B′ ¿ B è K ′ −K ¿ K. Ýòî âåäåò ê ñîîòíîøåíèþ

TB1/2 ¿ K3/2 , (6.43)

ïðè êîòîðîì íåðàâåíñòâà B − B′ ¿ B è K ′ − K ¿ K ñîâìåñòèìû ñ óñëîâèåì Λ À Λ′, êîòîðîå ïîçâîëÿåò
óäåðæèâàòü òîëüêî ãëàâíûå ëîãàðèôìè÷åñêèå âêëàäû âî âñå âåëè÷èíû.
Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì îò ýëåìåíòàðíîãî øàãà ÐÃ ê ìíîãîøàãîâîé ïðîöåäóðå, áëàãîäàðÿ êîòîðîé ìîæíî ïî-

ñòåïåííî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ áûñòðûå ïåðåìåííûå. Òàê êàê íà êàæäîì øàãå ïàðàìåòðû ôóíêöèîíàëà
Ëàíäàó ìåíÿþòñÿ ìàëî, òî âìåñòî ìàëûõ ïðèðàùåíèé (6.38,6.42) ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ

dB

dξ
= − TB3/2

16πK3/2
,

dK

dξ
=

TB1/2

32πK1/2
. (6.44)

Çäåñü ξ = ln(Λ/Λ′), à Λ′ � òåêóùàÿ îáðåçêà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì âîëíîâûì âåêòîðîì îñòàâøèõñÿ
ñòåïåíåé ñâîáîäû. Íàïîìíèì, ÷òî èìåííî óðàâíåíèÿ òèïà (6.44) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ðåíîðì-ãðóïïû èëè
óðàâíåíèÿìè Ãåëë-Ìàííà-Ëîó.
×òîáû ðåøèòü óðàâíåíèÿ (6.44), óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùóþ êîìáèíàöèþ

g =
5TB1/2

64πK3/2
, (6.45)

êîòîðàÿ, êàê ñëåäóåò èç (6.44), óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

dg/dξ = −g2 . (6.46)

Ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ òàêèì óðàâíåíèåì ïðè àíàëèçå ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
(ñìîòðè ïàðàãðàô 1). Òàì ìû (ïî àíàëîãèè ñ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêîé) íàçûâàëèg èíâàðèàíòíûì çàðÿäîì.
Òî÷íî òàêæå ìû áóäåì ïîñòóïàòü è çäåñü. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (6.43) îçíà÷àåòg ¿ 1, òî åñòü ìàëóþ âåëè÷èíó
èíâàðèàíòíîãî çàðÿäà. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.46) èìååò âèä

g =
g0

1 + g0ξ
. (6.47)

Çäåñü g0 � çàòðàâî÷íîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðàg, òî åñòü åãî çíà÷åíèå íà øêàëàõ1/Λ. Ìû âèäèì, ÷òî åñëè ξ À g−1
0 ,

òî g ' ξ−1 → 0. Ýòî ñâîéñòâî, íàçûâàåìîå `íóëü-çàðÿäîì', îïðàâäûâàåò ïðèâåäåííóþ âûøå ïðîöåäóðó ïî
êðàéíåé ìåðå äëÿ áîëüøèõ ξ. Åñëè æå g0 ¿ 1, òî g ìàë íà âñåõ ìàñøòàáàõ. Ïîäñòàâëÿÿ (6.47) â (6.44) ìû
íàõîäèì óðàâíåíèÿ [Nelson and Pelkovits, 1982]

dB/dξ = −4/5gB, dK/dξ = 2/5gK,

êîòîðûå èìåþò ðåøåíèÿ

B = B0(1 + g0ξ)−4/5 , K = K0(1 + g0ξ)2/5 . (6.48)

Çäåñü B0 è K0 � çàòðàâî÷íûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé (êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ).
Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ôîðìó êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïîëÿu. Åñëè ìû èíòåðåñóåìñÿ åãî êîððåëÿöè-

îííûìè ôóíêöèÿìè íà ìàñøòàáår, òî ìû äîëæíû ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âñåì Ôóðüå-ãàðìîíèêàìu ñ âîëíîâûìè
âåêòîðàìè áîëüøå, ÷åì r−1 â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.17). Ýòî ñâîäèòñÿ ê çàìåíå èñõîäíîãî ðàçëîæåíèÿ Ëàíäàó íà
íîâîå, ñ ðåíîðìèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè ìîäóëåé B è K, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè (6.44), âçÿòûìè ïðè
ξ = ln(rΛ). Ïîñëå ýòîãî èñêëþ÷åíèÿ ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü ñàìîäåéñòâèåìu íà øêàëàõ ìåíüøå èëè ïîðÿäêà r â
ñèëó ìàëîñòè èíâàðèàíòíîãî çàðÿäà g. Òîãäà äëÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ìû âîçâðàùàåìñÿ ê âûðà-
æåíèþ (6.11), íî ñ ðåíîðìèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè ìîäóëåéB, K. Çàìåòèì, ÷òî â r-ïðåäñòàâëåíèè âûðàæåíèå
äëÿ ðàçíîñòè (6.12) ïðèîáðåòàåò âèä

G(0)−G(r) =
8K0

3B0

[
(1 + g0ξ)6/5 − 1

]
. (6.49)
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Îòìåòèì, ÷òî ξ = ln(rΛ), åñëè r2
⊥ À| z |

√
K/B, ÷òî ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ñëó÷àåì. Â îáùåì ñëó÷àå ξ â (6.49)

ñëåäóåò îïðåäåëÿòü â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.13). Ôîðìóëà æå (6.12) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ (6.49) ïî
ξ.
Íåîáõîäèìî áûòü àêêóðàòíûì ïðè îáðàùåíèè ñ òàêèìè îáúåêòàìè, êàê êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ìîäó-

ëÿöèè ïëîòíîñòè (6.3). Äåëî â òîì, ÷òî â äëèííîâîëíîâîå ïîâåäåíèå òàêèõ ñëîæíûõ ôóíêöèéu ìîãóò âíî-
ñèòü âêëàä êîðîòêîâîëíîâûå ôëóêòóàöèè u. Èññëåäóåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîâåäåíèå ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà
S(r) = 〈ϕ(r)ϕ(0, 0)〉 ñ ó÷åòîì ôëóêòóàöèé. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ïîäñòàâëÿÿ âS âûðàæåíèå (6.3), ÷òî

S(r) ∝ 〈cos {q0z − q0[u(r)− u(0)]}〉 ,

ïîñêîëüêó ñðåäíåå îò êîñèíóñà ñóììû óãëîâ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ðàçìåðîâ ñèñòåìû.
Äàëåå, ïðîèçâåäåì ñòàíäàðòíîå ðàçäåëåíèå ïîëÿu íà áûñòðóþ è ìåäëåííóþ ÷àñòèu → u′+ ũ è ïðîèíòåãðèðóåì
ïî áûñòðîé ñîñòàâëÿþùåé. Òîãäà ìû ïîëó÷èì

S = Z(ξ) 〈cos {q0z − q0[u′(r⊥, 0)− u′(0, 0)]}〉 .

Äëÿ ôàêòîðà Z ìû ìîæåì íàéòè óðàâíåíèå ÐÃ, êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäådZ = −Zq2
0 [dG(0) −

dG(r)]. Åãî ðåøåíèå èìååò âèäZ = Z0 exp{−q2
0 [G(0)−G(r)]}, ãäå Z0 � êîðîòêîâîëíîâîå çíà÷åíèåZ, ïðàêòè÷åñêè

íå çàâèñÿùåå îò r. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì
S ∝ exp{−q2

0 [G(0)−G(r)]} cos(q0z). (6.50)
Çäåñü ðàçíîñòü G(0)−G(r) îïðåäåëÿåòñÿ (6.49).

Äèñëîêàöèÿ â ñìåêòèêå

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ äèñëîêàöèþ â ñìåêòèêå. Ïóñòü äèñëîêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, ñîâïàäàþùåé ñ îñüþY .
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèñëîêàöèÿ îáðàçîâàëàñü â ðåçóëüòàòå `âäâèãàíèÿ' â ñìåêòèê äîïîëíèòåëüíîãî ñìåêòè÷å-
ñêîãî ñëîÿ â ïëîñêîñòè z = 0 ñî ñòîðîíû ïîëîæèòåëüíûõ x. Òîãäà ýòîò ñëîé áóäåò çàíèìàòü ïîëóïëîñêîñòü,
îïðåäåëÿåìóþ óñëîâèÿìè z = 0, x > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñ ìàêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íà äèñëîêàöèîííîé
ëèíèè (òî åñòü íà ïðÿìîé x = 0, z = 0) âåëè÷èíà φ, âõîäÿùàÿ â (6.3), èìååò ñèíãóëÿðíîñòü. Ïðè îáõîäå âîêðóã
ýòîé ñèíãóëÿðíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè

∮
dr∇φ = 2π, (6.51)

÷òî êàê ðàç è ñîîòâåòñòâóåò ëèøíåìó ñìåêòè÷åñêîìó ñëîþ ïðè ïîëîæèòåëüíûõx. Íà ÿçûêå ñìåùåíèÿ u, ñâÿ-
çàííîãî ñ φ ïîñðåäñòâîì (6.4), ñîîòíîøåíèå (6.51) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

∮
dr∇u = −2π

q0
, (6.52)

Âòîðûì óñëîâèåì, êîòîðîå íàêëàäûâàåòñÿ íà ïîëå ñìåùåíèÿu âîêðóã äèñëîêàöèè, ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå óïðó-
ãîñòè

(B∇2
z −K∇4)u = 0 . (6.53)

Â ïðèíÿòîé íàìè ãåîìåòðèè ñìåùåíèå u íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû y. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ õàðàê-
òåðíîãî âîëíîâîãî âåêòîðà q ⊥À qz (ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò îáîñíîâàíî íèæå). Òîãäà ïîëåu ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå èíòåãðàëà

u(x, z) =
sign(z)
2iq0

∫
dqx

qx
exp

(−λq2
x|z|+ iqxx

)
, (6.54)

ãäå λ =
√

K/B. Èíòåãðàë èìååò îñîáåííîñòü ïðè qx = 0, ñïîñîá ðàçðåøåíèÿ êîòîðîé íåâàæåí. Íàïðèìåð,
èíòåãðàë ìîæíî ïîíèìàòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ (ïåðåõîä îò ýòîãî ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ê
äðóãîìó, ñêàæåì, ê îáõîäó îñîáåííîñòè ñíèçó, ïðèâîäèò òîëüêî ê íåñóùåñòâåííîìó ñäâèãóu → u + const).
Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ïî qx, ìû íàõîäèì

∇xu = sign(z)
π

2q0λ1/2|z|1/2
exp

[
− x2

4λ|z|
]

, (6.55)

∇zu = − πx

4q0λ1/2|z|3/2
exp

[
− x2

4λ|z|
]

. (6.56)



51

Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíåíèå óñëîâèé (6.52,6.53) äëÿ âûðàæåíèÿ (6.54). Ñïðàâåäëèâîñòü óðàâíåíèÿ (6.53)
ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî∇4 → q4

x). Äëÿ ïðîâåðêè (6.52) âûïèøåì ñíà÷àëà
ïðîèçâîäíóþ

∇xu(x, z) =
sign(z)

2q0

∫
dqx exp

(−λq2
x|z|+ iqxx

)
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå
∫

dx exp(iqx) = 2πδ(q), ìû íàõîäèì
∫ +∞

−∞
dx∇xu(x, z) =

πsign(z)
q0

.

Âûáèðàåì òåïåðü çàìêíóòûé êîíòóð, îáõîäÿùèé íà÷àëî êîîðäèíàò, â âèäå äâóõ ïðÿìûõz = ±z0. Èíòåãðàë ïî
ýòîìó êîíòóðó ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëàì, âûïèñàííûì âûøå, è â ðåçóëüòàòå äëÿ ýòîãî êîíòóðà ìû ïðèõîäèì ê
ñîîòíîøåíèþ (6.52). Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíûåu (6.55,6.56) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåéz è x, òî âûáðàí-
íûé íàìè êîíòóð ìîæíî ïðîèçâîëüíî äåôîðìèðîâàòü (íå ïåðåñåêàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò) áåç èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ
êîíòóðíîãî èíòåãðàëà. Òåì ñàìûì âûâîäèòñÿ ñîîòíîøåíèå (6.52) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíòóðà, îõâàòûâàþùåãî
íà÷àëî êîîðäèíàò.
Õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå âîëíîâîãî âåêòîðà qx â ïðèâåäåííûõ âûøå èíòåãðàëàõ îöåíèâàåòñÿ êàê qx ∼ 1/x, è,

äàëåå qz ∼ λq2
x ∼ λ/x2. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèåqz ¿ q⊥, íåîáõîäèìîå äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè (6.54), ïåðåïèñûâàåòñÿ

â âèäå |x| À λ, ÷òî âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå.
Åñëè ìû ó÷òåì ôëóêòóàöèè, òî ìîäóëè B è K â (6.53) ñòàíóò ëîãàðèôìè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ìàñøòàáà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ áîëüøèõ ëîãàðèôìîâ ξ ìû íàõîäèì èç (6.48) λ ∝ ξ3/5. Çäåñü ξ = ln(Λ|x|).

Çàäà÷è

Çàäà÷à 6.1
Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå (6.42) äëÿ ïîïðàâêè ê ìîäóëþK â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè.

Ðåøåíèå çàäà÷è 6.1
Ïåðåïèøåì âêëàä (6.29) ÷åðåç Ôóðüå-ãàðìîíèêè

∆2F ′ =
1
2

∑
q

σ(q)u′−qu
′
q . (6.57)

Òîãäà

σ(q) = −B2

T
qiqj

∫
d3k

(2π)3
G0(k + q/2)G0(k − q/2)

{
(kz + qz/2)2(ki − qi/2)(kj − qj/2) + (k2

z − q2
z/4)(kikj − qiqj/4)

}
,

ãäå G0(k) îïðåäåëÿåòñÿ (6.10). Íàñ èíòåðåñóåò ëîãàðèôìè÷åñêèé âêëàä∝ q4
⊥. Â ýòîì ñëó÷àå â âûïèñàííîì âûøå

èíòåãðàëå ìîæíî ïîëîæèòü qz → 0, è ìû íàõîäèì

σ(q) = −2B2T

∫
d3k

(2π)3
k2

z(kαqα)2[Bk2
z + K(kα + qα/2)4]−1[Bk2

z + K(kα − qα/2)4]−1 , (6.58)

ãäå ìû ïîäñòàâèëèKk4 → Kk4
⊥. Ãëàâíûé âêëàä âσ, ïðîïîðöèîíàëüíûé q2

⊥, ñëåäóåò âêëþ÷èòü â ïåðåîïðåäåëåíèå
q0. Îñíîâíîé æå ÷ëåí, èíòåðåñóþùèé íàñ, ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàçëîæåíèè âûðàæåíèÿ (6.58) äî ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà
ïî q, îí ðàâåí

σ(q) → 2B2T

∫
d3k

(2π)3
k2

z(kαqα)2
{

K[k2
⊥q2
⊥ + 2(kαqα)2]

(Bk2
z + Kk4

⊥)3
− 4K2k4

⊥(kαqα)2

(Bk2
z + Kk4

⊥)4

}

=
1
2
B2KTq4

⊥

∫
d3k

(2π)3
k2

zk4
⊥

5Bk2
z −Kk4

⊥
(Bk2

z + Kk4
⊥)4

. (6.59)

Âû÷èñëÿÿ çäåñü èíòåãðàë ïî k (ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâ Λ′ < k⊥ < Λ), ìû íàõîäèì σ → (K ′ −K)q4
⊥, ãäå K ′ −K

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (6.42). Òàêèì îáðàçîì, ìû âîñïðîèçâåëè ýòîò ðåçóëüòàò.
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Çàäà÷à 6.2
Ïëîòíîñòü ìàññû ñìåêòèêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå

ρ = ρ0 +
∞∑

n=1

ρn cos {φn + nq0(z − u)} ,

ãäå φn � íåêîòîðûå ôàçû. Íàéòè çàâèñèìîñòü 〈ρ〉 îò ðàçìåðà îáðàçöà, ñ÷èòàÿ g ≈ g0, ãäå g � çíà÷åíèå èíâàðè-
àíòíîãî çàðÿäà íà ðàçìåðå îáðàçöà.

7. ÄÂÓÌÅÐÍÛÅ ÔÅÐÐÎÌÀÃÍÅÒÈÊÈ

Ïðîáëåìà, êîòîðóþ ìû ðàññìàòðèâàåì â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå, ñâÿçàíà ñ ôèçèêîé äâóìåðíûõ ôåððîìàãíå-
òèêîâ. Ðå÷ü èäåò î ìàãíèòíûõ êðèñòàëëàõ, â êîòîðûõ ìàãíèòíûå àòîìû (àòîìû ñ íåíóëåâûì ñïèíîì) ñîáðàíû
â ñëîè. Â ñèëó òîãî, ÷òî îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñïèíàìè áûñòðî (ýêñïîíåíöèàëüíî) ñïàäàåò ñ ðîñòîì
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè, â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ñïèíàìè â
ðàçëè÷íûõ ñëîÿõ. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ìàãíèòíûå ñâîéñòâà êðèñòàëëà îïðåäåëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè äðóã îò
äðóãà ñëîÿìè. Î ñâîéñòâàõ îäíîãî òàêîãî ìàãíèòíîãî ñëîÿ è ïîéäåò ðå÷ü.
Íàìàãíè÷åííîñòü ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì âåêòîðîì. Êàê ìû óæå çíàåì, â íèçêîòåìïåðàòóðíîé (ôåððîìàãíèò-

íîé) ôàçå àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà (íàìàãíè÷åííîñòèM) `çàìåðçàåò' (òî åñòü ïðàêòè÷åñêè íå
ôëóêòóèðóåò), â òî âðåìÿ êàê åãî íàïðàâëåíèå îñòàåòñÿ `ìÿãêîé' ïåðåìåííîé. Ýòà ñòåïåíü ñâîáîäû õàðàêòåðè-
çóåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì n, íàïðàâëåííûì âäîëü M . Äëÿ åäèíè÷íîãî ñëîÿ âåêòîð n ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
äâóìåðíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà r. Â îáìåííîì ïðèáëèæåíèè âåêòîð n íèêàê íå ñâÿçàí ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè ïå-
ðåìåííûìè, ïîýòîìó îïèñûâàåìàÿ èì ìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ íå ìîæåò çàâèñåòü îò ñàìîãî âåêòîðàn, à çàâèñèò
îò ñòåïåíè åãî íåîäíîðîäíîñòè. Ìû ðàññìàòðèâàåì ôëóêòóàöèèn íà ìàñøòàáàõ, áîëüøèõ àòîìíîãî ðàçìåðà.
Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýíåðãèÿ äîëæíà áûòü ëîêàëüíîé ôóíêöèåé îò ãðàäèåíòàn. Â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè
îíà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Fn =
∫

d2r
b

2
∇nµ∇nµ . (7.1)

Çäåñü b � êîýôôèöèåíò ìàãíèòíîé óïðóãîñòè.
Âîîáùå ãîâîðÿ, ê ýíåðãèè (7.1) èìååòñÿ ïîïðàâêà, ñâÿçàííàÿ ñî ñïèí-îðáèòàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì, êîòîðîå

çàâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé ñïèíîâûå è ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåííûå. Ýòà ïîïðàâêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
ñëåäóþùåì âèäå

Fso =
∫

d2r
c

2
(nl)2 , (7.2)

ãäå l � åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê ñëîþ. Êðîìå òîãî, âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëåH èìååòñÿ
ñëåäóþùèé âêëàä â ýíåðãèþ ìàãíåòèêà

FH = −
∫

d2r MHn , (7.3)

ãäå M � àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà íàìàãíè÷åííîñòè. Ñðàâíèâàÿ âêëàäû (7.2,7.3) ñ (7.1), ìû íàõîäèì õàðàêòåðíûå
äëèíû, íà êîòîðûõ ýòè âêëàäû íà÷èíàþò èãðàòü ñóùåñòâåííóþ ðîëü:

Rso =
√

b/|c| , RH =
√

b/(MH) . (7.4)

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îáå äëèíû (7.4) íàìíîãî ïðåâûøàþò àòîìíûé ðàçìåð (äëÿRso ýòî ãàðàíòèðóåòñÿ ñëà-
áîñòüþ ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, äëÿRH � ýòî îáû÷íàÿ ñèòóàöèÿ). Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ øèðîêèé
èíòåðâàë ìàñøòàáîâ, ãäå ãðàäèåíòíûé ÷ëåí (7.1) èãðàåò ãëàâíóþ ðîëü.
Î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìóì ýíåðãèè (7.1) äîñòèãàåòñÿ íà îäíîðîäíîì ñîñòîÿíèè, êîãäàn = const. Åñëè îãðà-

íè÷èòüñÿ ýòîé ýíåðãèåé, òî íàïðàâëåíèå n îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì, ÷òî ñâÿçàíî ñ èçîòðîïèåé â ñïèíîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî âêëàäû (7.2,7.3) íàðóøàþò ýòó îäíîðîäíîñòü è çàäàþò âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå, âäîëü
êîòîðîãî äîëæåí áûòü íàïðàâëåín, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ýíåðãèþ. Âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëån ñòðåìèòñÿ
îðèåíòèðîâàòüñÿ âäîëüH. ×òî æå êàñàåòñÿ ÷ëåíà (7.2), òî åãî ðîëü çàâèñèò îò çíàêà ôàêòîðàc. Åñëè c < 0, òî
ìèíèìóì ýíåðãèè äîñòèãàåòñÿ ïðèn = l èëè n = −l, òî åñòü îñòàåòñÿ äâóêðàòíîå âûðîæäåíèå. Ýòîò ñëó÷àé íà-
çûâàþò îáû÷íî ëåãêîé îñüþ. Åñëè æå c > 0, òî ìèíèìóì ýíåðãèè äîñòèãàåòñÿ ïðè óñëîâèè ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè
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Ðèñ. 24: Ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê G.

n è l. Ýòîò ñëó÷àé íàçûâàþò ëåãêîé ïëîñêîñòüþ, òàê êàê âåêòîðó âûãîäíî ëåæàòü â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé l. Òîãäà îñòàåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå âûðîæäåíèå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçàííîå ñ ïðîèçâîëüíûì
íàïðàâëåíèåì n â ýòîé ïëîñêîñòè.
Äàëåå ìû îáñóæäàåì ðîëü ôëóêòóàöèé â ôèçèêå äâóìåðíûõ ôåððîìàãíåòèêîâ. Îáúåêòû, êîòîðûå áóäåì èçó-

÷àòü � êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïîëÿn. Íàïðèìåð, ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ 〈n(r + r1)n(r1)〉 ðàâíà
åäèíèöå ïðè r = 0 è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè r →∞. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó ïðîèñõîäèò ýòî
ñïàäàíèå. Âîîáùå ãîâîðÿ, èìååòñÿ òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ýòîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, åñëè òîëüêî ýíåðãèÿ
(7.1) ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå. Îäíàêî, äëÿ âûñøèõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé íå èìååòñÿ òî÷íûõ âûðàæåíèé.
Ïîýòîìó äàëåå ìû ðàçâèâàåì òåîðèþ âîçìóùåíèé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðåãóëÿðíûì îáðàçîì èññëåäîâàòü êîððå-
ëÿöèîííûå ôóíêöèè n â íåêîòîðîì èíòåðâàëå ìàñøòàáîâ. Êðîìå òîãî, â ýòó ñõåìó ìîãóò áûòü ëåãêî âêëþ÷åíû
è âêëàäû (7.2,7.3).
Íàïðàâèì îñü Z âäîëü ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿn, è ââåäåì åãî ïðîñòåéøóþ ïàðàìåòðèçàöèþ

nµ =
(

ϕ1, ϕ2,
√

1− ϕ2
1 − ϕ2

2

)
, (7.5)

Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè n îïðåäåëÿþòñÿ (ôóíêöèîíàëüíûìè) èíòåãðàëàìè ïî ϕ1, ϕ2, âçÿòûìè ñ âåñîì
∝ exp(−F/T . Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî n ñëàáî ôëóêòóèðóåò îêîëî ñâîåãî ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ, åñòåñòâåííî
ðàçâèòü òåîðèþ âîçìóùåíèé ïî ϕ1, ϕ2. Ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿFn ïî ϕ1, ϕ2 èìåþò âèä

F(2) =
∫

d2r b/2
[
(∇ϕ1)2 + (∇ϕ2)2

]
, (7.6)

F(4) =
∫

d2r b/2 (ϕ1∇ϕ1 + ϕ2∇ϕ2)2 . (7.7)

Íåñëîæíî òàêæå íàéòè è ðàçëîæåíèå (7.2,7.3).
Çàòðàâî÷íàÿ ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ âåëè÷èíϕ1, ϕ2 îïðåäåëÿåòñÿ ÷ëåíîì âòîðîãî ïîðÿäêà (7.6).

ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ çàòðàâî÷íîé ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èìååò âèä

G0(r) = 〈ϕ1(r)ϕ1(0)〉0 = 〈ϕ2(r)ϕ2(0)〉0 =∫
d2q

(2π)2
exp(iqr)

T

bq2
. (7.8)

Ýòî âûðàæåíèå ëîãàðèôìè÷åñêè ðàñõîäèòñÿ íà ìàëûõq. Â ðàìêàõ ïðÿìîé òåîðèè âîçìóùåíèé ýòà ðàñõîäèìîñòü
äîëæíà îáðåçàòüñÿ íà (îáðàòíîì) ðàçìåðå ñèñòåìû. Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå âêëàä (7.3), òî âìåñòî (7.8) ìû
íàõîäèì

G0(r) =
∫

d2q

(2π)2
exp(iqr)

T

bq2 + MH
. (7.9)

Òåïåðü ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ðàñõîäèìîñòü îáðåçàåòñÿ íàR−1
H , ãäå RH îïðåäåëåí â (7.4). Àíàëîãè÷íóþ ðîëü èãðàåò

è ÷ëåí (7.2), çà ñ÷åò êîòîðîãî â çíàìåíàòåëå âûðàæåíèÿ (7.9) âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå∼ |c|.
Ïîïðàâêè ê êîððåëÿöèîííûì ôóíêöèÿìϕ1, ϕ2 ïðîèñõîäÿò èç ÷ëåíîâ âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ

ðàçëîæåíèåì Fn ïî ϕ1, ϕ2. ×ëåí ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âûïèñàí â (7.7), èìåþòñÿ òàêæå ÷ëåíû âñåõ ÷åòíûõ ïîðÿä-
êîâ. Ïåðâàÿ ôëóêòóàöèîííàÿ ïîïðàâêà êG îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàììîé, ïðèâåäåííîé íà ðèñóíêå 24, ãäå ëèíèè
ñîîòâåòñòâóþò (7.8), à ôàêòîðû â âåðøèíàõλb îïðåäåëÿþòñÿ (7.7). Ïåòëÿ íà ýòîì ðèñóíêå ïðåäñòàâëÿåò ïåðâûé
âêëàä â `ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ' ôóíêöèþ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíèìè

〈ϕ2
1〉0 , 〈ϕ1∇ϕ1〉0 , 〈(∇ϕ1)2〉0 .
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Ðèñ. 25: Äèàãðàììû, äàþùèå ðåíîðìèðîâêóλb.

×ëåí 〈ϕ1∇ϕ1〉0 ðàâåí íóëþ â ñèëó ñèììåòðèè, ÷ëåí 〈(∇ϕ1)2〉0 îïðåäåëÿåòñÿ `óëüòðàôèîëåòîâûì' èíòåãðàëîì ïî
âîëíîâûì âåêòîðàìq, òî åñòü èíòåãðàëîì, ñèäÿùèì íà áîëüøèõq. Ýòîò èíòåãðàë, áóäó÷è âêëàäîì â `ñîáñòâåííî-
ýíåðãåòè÷åñêóþ' ôóíêöèþ, äàåò âêëàä â çíàìåíàòåëü ôóíêöèèG òèïà âêëàäà, êîòîðûé äàåò âíåøíåå ìàãíèòíîå
ïîëå, ñìîòðè (7.9). Íàëè÷èå âíåøíåãî ïîëÿ îçíà÷àåò íàðóøåíèå âðàùàòåëüíîé èíâàðèàíòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå
íàìàãíè÷åííîñòè (îíî çàäàåò â íåì âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå), ÷åãî â îòñóòñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ áûòü íå ìîæåò.
Ïîýòîìó íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ òåîðèÿ äîëæíà áûòü óñòðîåíà òàê, ÷òîáû ñðåäíåå〈(∇ϕ1)2〉0 êîìïåíñèðîâàëîñü
â íîëü. Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî òîëüêî ÷ëåí 〈ϕ2

1〉0 áóäåò äàâàòü ðåàëüíûé âêëàä â `ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ'
ôóíêöèþ, êîòîðûé ïðîïîðöèîíàëåí ln(ΛL∗), ãäå L∗ � ðàçìåð ñèñòåìû èëè îäíà èç äëèí (7.4).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ðåíîðìèðîâêà êîýôôèöèåíòàλb â âåðøèíå ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà, êîòîðûé çàòðàâî÷íî îïðåäåëÿåòñÿF(4). Îíà âîçíèêàåò, íàïðèìåð, çà ñ÷åò ÷ëåíà øåñòîãî ïîðÿäêàF(6).
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîïðàâêà ïðåäñòàâëåíà ïåðâîé äèàãðàììîé íà ðèñóíêå (25), ãäå `òîëñòàÿ' òî÷êà îçíà÷àåò
ôàêòîð, ïðîèñõîäÿùèé èç F(6). Êðîìå òîãî, èìååòñÿ âêëàä, êâàäðàòè÷íûé ïî λb, îí ïðåäñòàâëåí âòîðîé äèà-
ãðàììîé íà ðèñóíêå (25). Äëÿ ôàêòîðîâ, ñòîÿùèõ â âåðøèíàõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, êîëè÷åñòâî äèàãðàìì,
äàþùèõ èõ ëîãàðèôìè÷åñêóþ ðåíîðìèðîâêó, ïîñëåäîâàòåëüíî âîçðàñòàåò.
Òàêèì îáðàçîì ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ïðîáëåìîé ðåíîðìèðîâêè áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ôàêòîðîâ. Ïðè÷åì, åñëè

èõ çàòðàâî÷íûå âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ìîäóëåì b, òî ñ ó÷åòîì ðåíîðìèðîâêè èõ çíà÷åíèÿ `ðàçúåç-
æàþòñÿ'. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ÿñíî, ÷òî âîçíèêíîâåíèå áåñêîíå÷íî áîëüøîãî íàáîðà âåðøèí íå îòâå÷àåò ôèçèêå
äåëà, òàê êàê åäèíñòâåííîé çíà÷èìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ìîäóëü b. Ïðè÷èíîé òðóäíîñòåé, ñ êîòîðûìè ìû
ñòîëêíóëèñü, ÿâëÿåòñÿ âûáîð îáúåêòîâ � êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèéϕ1, ϕ2, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ âðàùàòåëüíî
èíâàðèàíòíûìè. Íà ñàìîì æå äåëå íàñ èíòåðåñóþò âðàùàòåëüíî èíâàðèàíòíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè òèïà
〈n(r +r1)n(r1)〉. Èç ñêàçàííîãî âûøå ÿñíî, ÷òî è ê ýòîé ôóíêöèè èìåþòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèå ïîïðàâêè. Íî äëÿ
èõ âû÷èñëåíèÿ íàäî èñïîëüçîâàòü ïðîöåäóðó, èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé. Òàêóþ ïðîöåäóðó ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü ñðàçó â òåðìèíàõ ðåíîðì-ãðóïïû, êàê áûëî ïðåäëîæåíî Ïîëÿêîâûì [16] (ñìîòðè òàêæå [17]).
Îñíîâíàÿ èäåÿ Ïîëÿêîâà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðàçäåëÿòü áûñòðûå è ìåäëåííûå ñòåïåíè ñâîáîäû íåëè-

íåéíûì (íî âðàùàòåëüíî èíâàðèàíòíûì) ñïîñîáîì. À èìåííî íà ýëåìåíòàðíîì øàãå ÐÃ-ïðîöåäóðû

nµ = Rµν ñν , (7.10)

ãäå ñ � åäèíè÷íûé âåêòîð è R � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà:

RµνRλν = δµλ . (7.11)

Ïðåäñòàâëåíèå (7.10) àâòîìàòè÷åñêè âåäåò ê óñëîâèþn2 = 1. Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ñ ïðåäñòàâëÿåò `áûñòðûå'
ñòåïåíè ñâîáîäû, â òî âðåìÿ êàêR ÿâëÿåòñÿ `ìåäëåííîé' ìàòðèöåé. Ôîðìà (7.10) ãàðàíòèðóåò, ÷òî âñå ñîîòíîøå-
íèÿ äëÿ R áóäóò èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿRµν → OµρRρν , ãäå O � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ
(íå çàâèñÿùàÿ îò êîîðäèíàò) îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè èí-
òåãðèðîâàíèè ïî áûñòðûì ïåðåìåííûì, îñòàíóòñÿ âðàùàòåëüíî èíâàðèàíòíûìè. Ýòî ñâîéñòâî íå çàâèñèò îò
ñïîñîáà ïàðàìåòðèçàöèè ñ. Ïîýòîìó ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ
ñ ïàðàìåòðèçàöèþ (7.5). Ïðè ýòîì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëåϕ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé Ôóðüå-ãàðìîíèê ñ âîëíîâûìè
âåêòîðàìè Λ′ < q < Λ, ãäå Λ � èñõîäíàÿ îáðåçêà, à Λ′ � íîâàÿ îáðåçêà.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (7.10) â (7.1) ìû íàõîäèì

Fn =
b

2

∫
d2r

(
∇ñµ∇ñµ +

2∇RµλRµν ñλ∇ñν +∇Rµλ∇Rµν ñλñν

)
. (7.12)

Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ ñþäà â êà÷åñòâå ñ âûðàæåíèå (7.5) è ðàñêëàäûâàÿ ðåçóëüòàò äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïîϕ, ìû
ïîëó÷àåì

Fn → F(2) + FR + F1int + F2int ,
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ãäå F(2) îïðåäåëÿåòñÿ (7.6) è

FR =
b

2

∫
d2r (∇Rµ3)2 , (7.13)

F1int = 2b

∫
d2r∇Rµ1Rµ2ϕ1∇ϕ2 + . . . , (7.14)

F2int =
b

2

∫
d2r

[
(∇Rµ1)2ϕ2

1 +

(∇Rµ2)2ϕ2
2 − (∇Rµ3)2(ϕ2

1 + ϕ2
2)

]
. (7.15)

Çäåñü . . . îçíà÷àþò îòáðîøåííûå íåñóùåñòâåííûå ÷ëåíû. Ñðàâíèâàÿ (7.13) ñ (7.1), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ðîëü
`ìåäëåííîãî' âåêòîðà n èãðàåò ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà

n′µ = Rµ3 . (7.16)

Îòìåòèì, ÷òî n′ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì, êàê ýòî ñëåäóåò èç (7.11).
Êàê è ðàíüøå, ìû ââîäèì `ìåäëåííûé' ôóíêöèîíàë Ëàíäàó â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì

exp(−F ′L/T ) =
∫
Dϕ exp(−FL/T ) .

Â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè, êîòîðîå ìû èñïîëüçóåì, ìû ïîëó÷àåì èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ

F ′n′ = FR + 〈F2int〉0 − 〈F1intF1int〉0/2T , (7.17)

ãäå 〈. . . 〉0 îáîçíà÷àåò óñðåäíåíèå, îïðåäåëÿåìîå âêëàäîì âòîðîãî ïîðÿäêàF(2), âûïèñàííûì â (7.6). Ñðåäíèå â
(7.17) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñóììîé äèàãðàìì, ïðèâåäåííûõ íà ðèñóíêå 25. Ñîîòâåòñòâóþùèå àíàëèòè÷å-
ñêèå âûðàæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíûG(r = 0) è

∫
d2r (∇G(r))2, ãäå G � ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ áûñòðîé

ïåðåìåííîé ϕ1 (èëè ϕ2). Îáå ýòè âåëè÷èíû ïðîïîðöèîíàëüíû ∆ξ = ln(Λ/Λ′). Âû÷èñëÿÿ âñå êîýôôèöèåíòû â
(7.17) è òðàíñôîðìèðóÿ ðåçóëüòàò ñ ïîìîùüþ (7.11) ìû íàõîäèì

F ′n′ =
∫

d2r b′/2∇n′µ∇n′µ . (7.18)

Çäåñü b′ = b − bg∆ξ, ãäå g = T/(2πb). Ïðèâåäåííîå âûðàæåíèå äëÿ b′ ñïðàâåäëèâî, åñëè g∆ξ ¿ 1. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ìû äîëæíû ñ÷èòàòü ∆ξ À 1. Ïîýòîìó óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ
g ¿ 1.
Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìû ïðîèçâîäèì ìíîãîøàãîâóþ ïðîöåäóðó èñêëþ÷åíèÿ áûñòðûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû è ïåðå-

õîäÿ îò ðàçíîñòåé ê íåïðåðûâíîìó óðàâíåíèþ. ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè òåêóùåé îáðåçêèΛ′ áåçðàç-
ìåðíàÿ âåëè÷èíà g = T/(2πb) ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

dg/dξ = g2 , (7.19)

ãäå ξ = ln(Λ/Λ′). ÐÃ-óðàâíåíèå (7.19) ïîêàçûâàåò, ÷òî g ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûé çàðÿäîì. Îäíàêî, â îòëè÷èå
îò òåõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàëè ðàíüøå (ôàçîâûå ïåðåõîäû âòîðîãî ðîäà è ñìåêòèêè),g ðàñòåò ñ
ðîñòîì ìàñøòàáà (òî åñòü ñ ðîñòîì ξ). Âïåðâûå òàêîå ïîâåäåíèå äëÿ èíâàðèàíòíîãî çàðÿäà áûëî óñòàíîâëåíî â
êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ (äëÿ ñèëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé), ãäå îíî íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ñâîáîäîé (òàê êàê
èíâàðèàíòíûé çàðÿä óáûâàåò ñ óìåíüøåíèåì ìàñøòàáà). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.19) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì

g =
g0

1− g0ξ
, (7.20)

ãäå g0 � çàòðàâî÷íîå çíà÷åíèå èíâàðèàíòíîãî çàðÿäà (åãî çíà÷åíèå íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ, ïîðÿäêàΛ−1).
Èíâàðèàíòíûé çàðÿä g èãðàåò ðîëü áåçðàçìåðíîé êîíñòàíòû ñâÿçè, è òîëüêî ïðè ìàëûõg îïðàâäàíî ðàçëîæå-

íèå ïî ϕ, ïðîèçâåäåííîå âûøå. Ïîýòîìó â ëþáîì ñëó÷àå íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ÿâëÿåòñÿ
óñëîâèå g0 ¿ 1. Èç-çà ðîñòà g ñ óâåëè÷åíèåì ìàñøòàáà ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ íà íåêîòîðîì ìàñøòàáåRc,
êîòîðûé, êàê ñëåäóåò èç (7.20), ìîæåò áûòü îöåíåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì

Rc ∼ Λ−1 exp(1/g0) . (7.21)
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Òàêèì îáðàçîì, Rc ýêñïîíåíöèàëüíî âåëèê ïî 1/g0. Íà ìàñøòàáàõ r >∼ Rc ðåíîðì-ãðóïïà, îñíîâàííàÿ íà ðàçëî-
æåíèè ïî g, ïåðåñòàåò ðàáîòàòü.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ 〈n(r)n(0)〉. (Èìåííî òàêîãî ñîðòà êîððåëÿöèîííûå

ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ íàáëþäàåìûìè. Î÷åâèäíî,Φ(0) = 1. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïîïðàâêà ê ýòîé åäèíèöå. ×òî-
áû åå íàéòè, ñëåäóåò ñíîâà çàïóñòèòü ÐÃ-ïðîöåäóðó. Ñäåëàåì ýëåìåíòàðíûé øàã ýòîé ïðîöåäóðû. Ïîäñòàâëÿÿ
â êà÷åñòâå n âûðàæåíèå (7.10) è ðàñêëàäûâàÿ ðåçóëüòàò ïîϕ äî âòîðîãî ïîðÿäêà, ìû íàõîäèì

〈n(r)n(0)〉 → 〈n′(r)n′(0)[1− ϕ2
1/2(r)− ϕ2

2(r)ϕ2
1/2(0)− ϕ2

2(0)]〉,

ãäå n′µ = Rµ3. Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî áûñòðûå ïåðåìåííûåϕ ïðàêòè÷åñêè íå êîððåëèðóþò íà ìàñøòàáå r. Óñðåä-
íåíèå ìîæíî íåçàâèñèìî ïðîèçâîäèòü ïî áûñòðûì è ïî ìåäëåííûì ïåðåìåííûì. Óñðåäíåíèå ïî áûñòðûì ïåðå-
ìåííûì ñâîäèòñÿ ê çàìåíå 〈ϕ2

1〉 → g ln(Λ/Λ′). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì

〈n(r)n(0)〉 → [1− 2g ln(Λ/Λ′)]〈n′(r)n′(0)〉.

Ïðè ìíîãîøàãîâîé ïðîöåäóðå ìû ïðèõîäèì ê

〈n(r)n(0)〉 → Z〈n′(r)n′(0)〉,

ãäå Z ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ dZ/dξ = −2gZ. Åãî ðåøåíèå èìååò âèä Z = (1 − g0ξ)2, ãäå ìû èñïîëüçîâàëè
âûðàæåíèå (7.20). ×òîáû íàéòè 〈n(r)n(0)〉, íàäî ðåíîðìèðîâàòü Z äî Λ′ ∼ r−1, ïîñëå ÷åãî ϕ íà÷èíàþò êîððå-
ëèðîâàòü íà ìàñøòàáå r. Íî òîãäà óæå 〈n′(r)n′(0)〉 ìîæíî çàìåíèòü íà åäèíèöó. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàõîäèì
îêîí÷àòåëüíî

〈n(r)n(0)〉 = [1− g0 ln(Λr)]2 . (7.22)

Êîíå÷íî, ýòî âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïðè óñëîâèèg ¿ 1.
Êàê ïîêàçûâàåò òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè〈n(r + r1)n(r1)〉 [Âèãìàí, 1985], íà

ìàñøòàáå Rc â íåé ñïîíòàííî (ñàìîïðîèçâîëüíî) âîçíèêàåò ùåëü, òî åñòü êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ íà÷èíàåò
ñïàäàòü ýêñïîíåíöèàëüíî, ïî çàêîíó exp(−r/Rc). Ýòî íà ïåðâûé âçãëÿä ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå Ãîëäñòîóíà, êî-
òîðàÿ óòâåðæäàåò â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïðè ñïîíòàííîì íàðóøåíèè âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèè äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ
ìÿãêàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû (íàøå n), êîòîðàÿ èìååò ñòåïåííûå êîððåëÿöèè. Îäíàêî òåîðåìà Ãîëäñòîóíà äîêàçû-
âàåòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ è ïðåäïîëàãàåò ñëàáîñòü ôëóêòóàöèé. Â íàøåì æå ñëó÷àå ôëóêòóàöèè
íè â êàêîì ñìûñëå íå ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè ïðè r >∼ Rc. È ïîÿâëåíèå óïîìÿíóòîé ùåëè êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç ïðîÿâëåíèé ýòîé ñèëû.

Áîëüøèå N

×òîáû ïðåäñòàâèòü ñåáå ïîâåäåíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèén, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé áîëüøîãî ÷èñëà
N êîìïîíåíò åäèíè÷íîãî âåêòîðà n. Ýòîò ñëó÷àé äîïóñêàåò èññëåäîâàíèå, êîòîðîå íå ïðåäïîëàãàåò ìàëîñòè
èíâàðèàíòíîãî çàðÿäà. Íèæå ìû ïðèâîäèì åãî îñíîâíûå øàãè.
Ïðåæäå âñåãî, âìåñòî ÿâíîãî ó÷åòà óñëîâèÿn2 = 1 óäîáíî ñ÷èòàòü âñåN êîìïîíåíò âåêòîðàn íåçàâèñèìûìè

(è èíòåãðèðîâàòü ïî âñåì ýòèì êîìïîíåíòàì ïðè âû÷èñëåíèè êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé), à óñëîâèån2 = 1
ââåñòè ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèîíàëüíîéδ-ôóíêöèè. Ýòà δ-ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà
â èíòåãðàë ïî âñïîìîãàòåëüíîìó ïîëþµ îò ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñïîíåíòû. Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâîäÿùèé ôóíêöè-
îíàë êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèén çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

Z(y) =
∫
DnDµ exp

(
−H+

∫
d2r yn

)
, (7.23)

H =
1

4πg0

∫
d2r

[
(∇n)2 + µn2 − µ

]
. (7.24)

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîëå µ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì, òî åñòü èíòåãðèðîâàíèå ïîµ â (7.23) èäåò âäîëü ìíèìîé îñè.
Ïðîèíòåãðèðóåì ñíà÷àëà ïîn, è òîëüêî ïîòîì ïîµ. Ïåðâîå èíòåãðèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ Ãàóññîâûì, è ïîòîìó îò-

âåò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþn (ïðè äàííîì µ). Óðàâíåíèå íà ýòó êîððåëÿöèîííóþ
ôóíêöèþ èìååò ñëåäóþùèé âèä

[µ(r1)−∇2
1]〈na(r1)nb(r2)〉 = 2πg0δ(r1 − r2)δab . (7.25)
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Êàê ìû óâèäèì íèæå, ïîëå µ ñëàáî (â ìåðó âåëèêîñòè N) ôëóêòóèðóåò âáëèçè ñâîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ µ0.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî çàìåíèòüµ â (7.25) íà µ0. Òîãäà ìû ëåãêî íàõîäèì ðåøåíèå

〈na(r)nb(0)〉 =
∫

d2q

2π

g0

q2 + µ0
δab exp(iqr) = g0δabK0(

√
µ0r) . (7.26)

Ìû âèäèì, ÷òî êîððåëÿöèè ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþò íà ìàñøòàáàõr > 1/
√

µ0, òî åñòü 1/
√

µ0 èãðàåò ðîëü
êîððåëÿöèîííîé äëèíûRc. Èíîãäà√µ0 íàçûâàþò ñïîíòàííîé ìàññîé, èìåÿ â âèäó êâàíòîâî-ïîëåâóþ àíàëîãèþ.
Òåïåðü ìû äîëæíû îáåñïå÷èòü óñëîâèån2 = 1, êîòîðîå è îïðåäåëèò íàì âåëè÷èíó µ0. Èñïîëüçóÿ (7.26), ìû

ïîëó÷àåì èç n2 = 1 ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

g0N ln
Λ√
µ0

= 1 . (7.27)

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàõîäèì, ÷òî â ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ (7.26) âõîäèò âåëè÷èíà

√
µ0 = Λ exp

(
− 1

g0N

)
.

Ìû âèäèì, ÷òî óñëîâèå√µ
0
¿ Λ, êîòîðîå ãàðàíòèðóåò, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ äëèíàRc ÿâëÿåòñÿ ìíîãî áîëüøåé,

÷åì Λ−1, ñîâìåñòíî ñ N À 1, åñëè g0N ¿ 1. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé íàøå ðàññìîòðåíèå öåëèêîì îñòàåòñÿ
â îáëàñòè áîëüøèõ ìàñøòàáîâ, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè.
Ïîñêîëüêó îòâåò (7.26) áûë ïîëó÷åí â ïðèáëèæåíèè `ñðåäíåãî ïîëÿ' (êîãäà ôëóêòóàöèèµ íå ó÷èòûâàëèñü),

ìû äîëæíû òåïåðü îïðàâäàòü ýòî ïðèáëèæåíèå. Äëÿ ýòîé öåëè óäîáíî ââåñòè ôóíêöèîíàëS:

exp(−S) =
∫
Dn exp(−H) , (7.28)

îïðåäåëÿþùèé ñòàòèñòèêó ïîëÿµ. Ôóíêöèîíàë S âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþn (ïðè
äàííîì µ). Ñêàæåì, ÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ôëóêòóàöèÿìµ â ôóíêöèîíàëå (7.28) ðàâåí

S(2) = − 1
16π2g2

0

∫
d2r1 d2r2 µ(r1)µ(r2)〈na(r1)nb(r2)〉2 . (7.29)

Êàê ñëåäóåò èç (7.26), õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå |r1 − r2| â (7.29) îïðåäåëÿåòñÿ, êàê µ−1
0 . Ïîýòîìó âêëàä (7.29)

ìîæåò áûòü îöåíåí, êàê N
∫

d2r µ2/µ0. Ìû âèäèì ôàêòîð N â ýòîì èíòåãðàëå. Òàêîé æå ôàêòîð ïîÿâëÿåòñÿ è
â ÷ëåíàõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà â ôóíêöèîíàëåS. Âñëåäñòâèå ýòîãî ïðè N À 1 ôëóêòóàöèè µ îêàçûâàþòñÿ
äåéñòâèòåëüíî ïîäàâëåííûìè.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 7.1
Ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ïîëÿ H èìååòñÿ ñëåäóþùèé âêëàä â ýíåðãèþ ìàãíåòèêà

FH = −
∫

d2r MHn , (7.30)

ãäå M � àáñîëþòíîå çíà÷åíèå íàìàãíè÷åííîñòè. Íàéòè ÐÃ-óðàâíåíèå äëÿ ôàêòîðàM , îòíîñÿùåãîñÿ ê ôåð-
ðîìàãíèòíîìó ñëîþ, ñâîéñòâà êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ (7.1). Îòâåò äîëæåí áûòü âûðàæåí ÷åðåç èíâàðèàíòíûé
çàðÿä.
Çàäà÷à 7.2
Èìååòñÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ íàìàãíè÷åííîñòè ñ àíèçîòðîïèåé ñëîèñòîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè

Fan =
∫

d2r
E

2

(
n2

z −
1
3

)
.

Íàéòè ÐÃ-óðàâíåíèå äëÿ ôàêòîðàE, îòíîñÿùåãîñÿ ê ôåððîìàãíèòíîìó ñëîþ, ñâîéñòâà êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ
(7.1). Îòâåò äîëæåí áûòü âûðàæåí ÷åðåç èíâàðèàíòíûé çàðÿä.
Çàäà÷à 7.3
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Ðàññìîòðèì äâà ôåððîìàãíèòíûõ ñëîÿ, ýíåðãèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ (7.1):

F1,2 =
∫

d2r
B

2
(∇αn1,2)2 .

Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñëîÿìè ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå

F3 = −
∫

d2r Un1n2 .

Íàéòè ÐÃ-óðàâíåíèå äëÿ ôàêòîðà U â îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé ñ÷èòàÿ, ÷òî F3 ÿâëÿåòñÿ
ìàëîé ïîïðàâêîé ê F1,2. Îòâåò äîëæåí áûòü âûðàæåí ÷åðåç èíâàðèàíòíûé çàðÿä.

8. ÌÅÌÁÐÀÍÛ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ìåìáðàí, êîòîðûå ñïîíòàííî âîçíèêàþò âî ìíîãèõ îðãà-
íè÷åñêèõ ðàñòâîðàõ. Ìåìáðàíû ÿâëÿþòñÿ ïëåíêàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé äâîéíîé ñëîé ëèïèäíûõ ìîëåêóë
è èìåþò, ñëåäîâàòåëüíî, òîëùèíó ïîðÿäêà ìîëåêóëÿðíîãî ðàçìåðà. Òàêèå ìåìáðàíû øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû
â áèîëîãè÷åñêèõ îðãàíèçìàõ. Íàïðèìåð, ìåìáðàíû ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì ñòðîèòåëüíûì ìàòåðèàëîì êëåòî÷íûõ
îáîëî÷åê, à òàêæå òàêèõ îáúåêòîâ, êàê êðàñíûå êðîâÿíûå òåëüöà. Óïîìÿíåì òàêæå, ÷òî íåêîòîðûå æèäêîêðè-
ñòàëëè÷åñêèå ôàçû, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ëèîòðîïíûìè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé æèäêîñòü (ðàñòâîð), ñîäåðæàùóþ
óïîðÿäî÷åííóþ (â òîé èëè èíîé ìåðå) ñèñòåìó ìåìáðàí [60, 61].
Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû áóäåì ñ÷èòàòü ðàçíûå ìåìáðàíû íåâçàèìîäåéñòâóþùèìè,

÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü èõ îòäåëüíî, íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ýòî îïðàâäàíî, íàïðèìåð, â ëèîòðîïíûõ
æèäêèõ êðèñòàëëàõ, ãäå ðàññòîÿíèå ìåæäó ìåìáðàíàìè ìíîãî áîëüøå èõ òîëùèíû. Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ
ëèîòðîïíûõ æèäêèõ êðèñòàëëîâ äîëæíà ñòðîèòüñÿ â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà íàäî èçó÷èòü ñâîéñòâà îòäåëüíî âçÿòîé
ìåìáðàíû, à çàòåì óæå ïðèíÿòü âî âíèìàíèå èõ âçàèìîäåéñòâèå. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ìåìáðàíàìè íå áóäåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ çäåñü, òàê êàê îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ ïðîáëåìó, âûõîäÿùóþ çà ðàìêè íàñòîÿùåãî
êóðñà.
Êàê ìû óæå îòìåòèëè, ìåìáðàíû èìåþò ìàëóþ òîëùèíó. Â òî æå âðåìÿ ïðîäîëüíûå ðàçìåðû ìåìáðàí ìîãóò

áûòü âåñüìà çíà÷èòåëüíûìè. Ïîýòîìó ïðè èçó÷åíèè ÿâëåíèé, ïðîèñõîäÿùèõ íà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ,
ìåìáðàíû ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ äâóìåðíûìè îáúåêòàìè. Òàêèì îáðàçîì, ñ ìàêðîñêîïè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëîæå-
íèå ìåìáðàíû â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòüþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü êàê îãðàíè÷åííîé,
òàê è çàìêíóòîé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìåìáðàíà íàçûâàåòñÿ âåçèêóëîé (vesicle). Âåçèêóëà ìîæåò èìåòü ðàçíûå
òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îíà èìååò òîïîëîãèþ ñôåðû. Îäíàêî âîçìîæíûìè ÿâëÿþòñÿ è
ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì `ðó÷åê' ê ïîâåðõíîñòè òîïîëîãèè ñôåðû (òîð è òàê äàëåå) [49].
Ýíåðãèÿ ìåìáðàíû ìîæåò áûòü çàïèñàíà, êàê äâóìåðíûé èíòåãðàë, èäóùèé ïî îïðåäåëÿþùåé åå ôîðìó ïîâåðõ-
íîñòè. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè îòñóòñòâèè ìåõàíèçìîâ, ïðèâîäÿùèõ ê íåëîêàëüíûì âêëàäàì
â ýíåðãèþ. Ýòî çàâåäîìî ñïðàâåäëèâî äëÿ èçîòðîïíûõ ìåìáðàí (â êîòîðûõ îòñóòñòâóåò âíóòðåííèé ïîðÿäîê,
êàê â æèäêîñòÿõ), êîòîðûå òîëüêî è áóäóò çäåñü îáñóæäàòüñÿ.
Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ìåìáðàí ÿâëÿåòñÿ àíîìàëüíî ìàëàÿ âåëè÷èíà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Ýòî

ñâîéñòâî ëåãêî ïîíÿòü, åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå ìåìáðàíó â ôîðìå ëèñòà. Ïðè èçìåíåíèè ðàññòîÿíèé ìåæäó ñî-
ñòàâëÿþùèìè ìåìáðàíó ìîëåêóëàìè ïëîùàäü ëèñòà èçìåíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü ìåìáðàíûS ÿâëÿåòñÿ
ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì, è â ðàâíîâåñèè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèådF/dS = 0, ãäå F � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ìåìáðà-
íû. Íî ýòî óñëîâèå êàê ðàç è îçíà÷àåò íóëåâóþ âåëè÷èíó ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Êîíå÷íî, ôëóêòóàöèîí-
íî ìîæåò âîçíèêàòü íåíóëåâîå ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå, äëÿ ýòîãî äîëæíî ïîÿâèòüñÿ îòêëîíåíèå ïëîòíîñòè
ìåìáðàíû (÷èñëà ìîëåêóë íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòè) îò ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ (ñîîòâåòñòâóþùåãî íóëåâîìó ïî-
âåðõíîñòíîìó íàòÿæåíèþ). Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå âåçèêóëû
â ñèëó èçâåñòíûõ îãðàíè÷åíèé (íàïðèìåð, èç-çà ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíû îáúåìà æèäêîñòè âíóòðè âåçèêóëû ñ
òîïîëîãèåé ñôåðû) ìîæåò îêàçàòüñÿ è íåíóëåâûì. Íî â ëþáîì ñëó÷àå âåëè÷èíà ýòîãî ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ìàëîé.
Èç-çà àíîìàëüíî ìàëîãî çíà÷åíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ìåìáðàíû âåñüìà `ìÿãêèìè' îêàçûâàþòñÿ ôëóê-

òóàöèè, ñâÿçàííûå ñ èçìåíåíèåì ôîðìû ìåìáðàíû. Äëÿ èõ îïèñàíèÿ ñëåäóåò ââåñòè ýíåðãèþ (ôóíêöèîíàë
Ëàíäàó), êîòîðûé `çíàåò' î êðèâèçíå ìåìáðàíû. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñèììåòðè÷íûå ìåìáðàíû (îáå
ñòîðîíû òàêîé ìåìáðàíû ýêâèâàëåíòíû). Òîãäà â ðàçëîæåíèè ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè ïî êðèâèçíå
ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü òîëüêî ÷åòíûå ÷ëåíû. Ãëàâíûìè âêëàäàìè â ýíåðãèþ ìåìáðàíû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå
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äâà ñëàãàåìûõ [50, 51]

FH =
κ

2

∫
dS

(
1

R1
+

1
R2

)2

, (8.1)

FG = κ̄

∫
dS

1
R1R2

, (8.2)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿþùåé ôîðìó ìåìáðàíû. ÇäåñüR1 è R2 � ëîêàëüíûå
ðàäèóñû êðèâèçíû ìåìáðàíû, à ôàêòîðûκ è κ̄ íàçûâàþòñÿ èçãèáíûìè ìîäóëÿìè (èëè ìîäóëÿìè Õåëüôðèõà).
Ïðîèçâåäåíèå R−1

1 R−1
2 ÿâëÿåòñÿ Ãàóññîâîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè, à êîìáèíàöèÿR−1

1 +R−1
2 îáû÷íî íàçûâàåòñÿ

åå ñðåäíåé êðèâèçíîé.
Çàìåòèì, ÷òî âêëàä â ýíåðãèþ (8.2) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ çàìêíóòîé

ïîâåðõíîñòè èíòåãðàë ïî íåé îò åå Ãàóññîâîé êðèâèçíû ðàâåí 4π(1 − ge), ãäå ge � òàê íàçûâàåìûé ãåíóñ, òî
åñòü ÷èñëî `ðó÷åê', êîòîðîå äîëæíî áûòü ïðèñîåäèíåíî ê ñôåðå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîâåðõíîñòü äàííîé
òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû (íàïðèìåð, äëÿ òîðàge = 1). Ýòî ÷èñëî (ãåíóñ) çàâèñèò îò òîïîëîãèè, íî íå çàâèñèò
îò êîíêðåòíîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó ïðè íåïðåðûâíûõ äåôîðìàöèÿõ âåçèêóëû, íå çàòðàãèâàþùèõ åå
òîïîëîãèè, âêëàä â ýíåðãèþ (8.2) íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î äåôîð-
ìàöèÿõ âåçèêóë, ïðèâîäÿùèõ ê èçìåíåíèþ èõ òîïîëîãèè (ãåíóñà). Äëÿ òàêîãî ðîäà ïðîöåññîâ âêëàä â ýíåðãèþ
(8.2) áóäåò èãðàòü ñóùåñòâåííóþ ðîëü.
Êàê ìû óæå óïîìÿíóëè, â äîïîëíåíèå ê ýíåðãèè (8.1,8.2), ñâÿçàííîé ñ êðèâèçíîé ìåìáðàíû, ñëåäóåò ââåñòè

ýíåðãèþ, ñâÿçàííóþ ñ ôëóêòóàöèÿìè ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ìîëåêóëns, ñîñòàâëÿþùèõ ìåìáðàíó. Ìû áóäåì
îòñ÷èòûâàòü ns îò ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ n0, ñîîòâåòñòâóþùåãî íóëåâîìó ïîâåðõíîñòíîìó íàòÿæåíèþ. Òîãäà
ãëàâíûé âêëàä â ýíåðãèþ, ñâÿçàííûé ñ ôëóêòóàöèÿìèns, èìååò ñëåäóþùèé âèä

Fn =
1
2

∫
dS Bν2 . (8.3)

Çäåñü ν = (ns−n0)/n0 ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì îòêëîíåíèåì ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè ìîëåêóë îò ðàâíîâåñíîãî
çíà÷åíèÿ, à ôàêòîð B èìååò ñìûñë îáðàòíîé ñæèìàåìîñòè ìåìáðàíû. Ïîÿñíèì ñâÿçü ýíåðãèè (8.3) ñ ïîâåðõ-
íîñòíûì íàòÿæåíèåì. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåìáðàíà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì ëèñòîì, à òàêæå ÿâëÿåòñÿ
îäíîðîäíîé. Òîãäà Fn = (SB/2)ν2, ãäå S � ïëîùàäü ìåìáðàíû. Ïóñòü âåëè÷èíà ýòîé ïëîùàäè èçìåíÿåòñÿ íà
dS. Òîãäà èçìåíåíèåns ìîæíî íàéòè èç ñîîòíîøåíèÿns = N/S, ãäå N � ÷èñëî ìîëåêóë ìåìáðàíû (êîòîðîå ôèê-
ñèðîâàíî). Âû÷èñëÿÿ çàòåì èçìåíåíèå ýíåðãèè, ìû íàõîäèì äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿσ = dFn/dS = −Bν.
Ýòà âåëè÷èíà äåéñòâèòåëüíî îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðèns = n0, à çíàê ìèíóñ â ýòîì âûðàæåíèè ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî
ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ìåìáðàíû ðàñòåò ïðè óâåëè÷åíèè åå ïëîòíîñòè.
Äëÿ ìåìáðàííîãî ëèñòà ýíåðãèÿ (8.1) äîñòèãàåò ìèíèìóìà â ñëó÷àå ïëîñêîé ãåîìåòðèè. Ïîýòîìó ïî êðàéíåé

ìåðå íåáîëüøèå ÷àñòè ìåìáðàíû ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîñêèìè. Ïðè íóëåâîì ïîâåðõíîñòíîì íàòÿæåíèè òåïëîâûå
ôëóêòóàöèè ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ðàçðóøàþòñÿ êîððåëÿöèè îðèåíòàöèé ìåìáðàíû íà ðàññòîÿíèÿõ áîëüøå, ÷åì
íåêîòîðûé ìàñøòàá, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïåðñèñòåíòíîé äëèíîé [53]. Íèæå ìû îöåíèì ïåðñèñòåíòíóþ äëèíóRc.
Çäåñü æå òîëüêî îòìåòèì, ÷òî íà øêàëàõ áîëüøèõ, ÷åì ïåðñèñòåíòíàÿ äëèíà, ìåìáðàíà íè â êàêîì ïðèáëèæåíèè
íå ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïëîñêîé: îíà îáëàäàåò ñëîæíîé (õàîòè÷åñêîé) ôîðìîé.
Ïðèñòóïèì ê êîëè÷åñòâåííîìó àíàëèçó ôëóêòóàöèé ôîðìû ìåìáðàíû. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðåæäå âñå-

ãî ââåñòè íåêîòîðóþ ïàðàìåòðèçàöèþ ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ çàäàåò ôîðìó ìåìáðàíû. Èìåÿ â âèäó îïèñàíèå
âåçèêóë, êîòîðûå ìîãóò èìåòü äîâîëüíî ñëîæíóþ ôîðìó, ìû ñòàðòóåì ñ ìàêñèìàëüíî îáùåé ïàðàìåòðèçàöèè
ïîâåðõíîñòè Φ(r) = 0, ãäå Φ � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ òðåõ êîîðäèíàò. Òîãäà äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîãî ê ïîâåðõíîñòè, èìååò ìåñòî âûðàæåíèå

li =
∇iΦ
| ∇Φ | . (8.4)

Âåëè÷èíà l, ôîðìàëüíî îïðåäåëåííàÿ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå, èìååò ñìûñë, êîíå÷íî, òîëüêî íà ïîâåðõíîñòè
Φ = 0. Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ âåëè÷èí ýíåðãèÿ (8.1,8.2) ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

FH + FG =
∫

d3r δ(Φ)|∇Φ|
{κ

2
(∇ili)2 +

κ̄

2
[
(∇ili)2 −∇ilk∇kli)

]}
. (8.5)

Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ (8.4,8.5) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çàìåíûΦ → f(Φ), ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíê-
öèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ f(0) = 0. Äëÿ âûðàæåíèÿ (8.4) ýòî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Äëÿ âûðà-
æåíèÿ (8.5) ýòî ñëåäóåò èç äâóõ ñâîéñòâ. Âî-ïåðâûõ, îòíîñèòåëüíî çàìåíûΦ → f(Φ) èíâàðèàíòåí ìíîæèòåëü
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δ(Φ)|∇Φ|. Âî-âòîðûõ, â (8.5) âõîäÿò ïðîèçâîäíûå îò l òîëüêî âäîëü ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà
ïðîäîëæåíèÿ l â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïîâåðõíîñòè. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî∇i â
(8.5) ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà∇⊥i = ∇i − lilj∇j . Íàïðèìåð, ∇⊥i li = ∇ili â ñèëó óñëîâèÿ l2 = 1.
Äàëåå ìû èçó÷àåì ôëóêòóàöèè, ñ÷èòàÿ, ÷òî â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ìåìáðàíó ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîñêîé, òî

åñòü ìû áóäåì èçó÷àòü ìåìáðàííûé ëèñò èëè âåçèêóëó íà ìàñøòàáàõ, ãîðàçäî ìåíüøå åå ðàçìåðîâ. Âûáåðåì
ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàâíîâåñíîå ïîëîæåíèå ìåìáðàíû ñîâïàäàëî ñ ïëîñêîñòüþX − Y .
Òîãäà åñòåñòâåííî ïàðàìåòðèçîâàòü îòêëîíåíèÿ ìåìáðàíû îò ðàâíîâåñíîé ôîðìû åå ñìåùåíèåìu âäîëü îñè Z,
ýòî ñìåùåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé x, y. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿΦ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Φ = z − u(x, y) . (8.6)

Îòìåòèì àíàëîãèþ ñ îïèñàíèåì ñìåêòèêîâ (ñìîòðè ïàðàãðàô 6): ìû ïàðàìåòðèçóåì ìåìáðàíó, êàê åäèíè÷íûé
ñìåêòè÷åñêèé ñëîé. Òàêîãî ñîðòà ïàðàìåòðèçàöèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïëåíêè (òîëùèíà
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé).
Â òåðìèíàõ ïàðàìåòðèçàöèè (8.6) åäèíè÷íûé âåêòîð (8.4), ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê ïîâåðõíîñòè, èìååò ñëåäóþ-

ùèå êîìïîíåíòû

lα = − ∇αu√
1 + (∇u)2

, lz =
1√

1 + (∇u)2
. (8.7)

Çäåñü ãðå÷åñêèé èíäåêñ α ïðîáåãàåò äâà çíà÷åíèÿ x è y. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (8.7) â (8.5), ìû íàõîäèì

FH =
κ

2

∫
dx dy

√
1 + (∇u)2

[
∇α

∇αu√
1 + (∇u)2

]2

. (8.8)

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (8.8) íå ïðåäïîëàãàåò ìàëîñòè ôëóêòóàöèéu, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíî òî÷íûì.
Îäíàêî ýòî âûðàæåíèå ïðåäïîëàãàåò îòñóòñòâèå `ïåðåãèáîâ', òî åñòü îäíîçíà÷íîñòü ôóíêöèèu(x, y), êîòîðóþ
ãàðàíòèðóåò òîëüêî ìàëîñòü ôëóêòóàöèéu.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ìåìáðàíûσ íå ðàâíî íóëþ. Íàïðèìåð, ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü ñåáå, ÷òî ìåìáðàíà íàòÿíóòà (êàê ìûëüíàÿ ïëåíêà) íà íåêîòîðóþ ðàìêó, êîòîðàÿ èìååò ïëîùàäü íåñêîëüêî
áîëüøå, ÷åì ðàâíîâåñíàÿ ïëîùàäü ìåìáðàíû. Òîãäà ìåìáðàíà áóäåò ðàñòÿíóòà è åå ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå
σ = −Bν áóäåò ïîëîæèòåëüíûì. Ïîñêîëüêó ôëóêòóàöèè ïðîèñõîäÿò ïðè ïîñòîÿííîì ÷èñëå ìîëåêóëN =

∫
dS n,

äëÿ èõ îïèñàíèÿ íàäî èñïîëüçîâàòü ýíåðãèþ (8.3), â êîòîðóþ íàäî âêëþ÷èòüN ñ Ëàãðàíæåâûì ìíîæèòåëåìλ:

Fn =
∫

dS

(
1
2
B

(n− n0)2

n2
0

− λn

)
. (8.9)

Ôëóêòóàöèè ôîðìû ìåìáðàíû ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî ìåäëåííûìè, è ïîòîìón óñïåâàåò ïîäñòðàèâàòüñÿ ïîä
òåêóùóþ ôîðìó ìåìáðàíû, îñòàâàÿñü ïðè ýòîì îäíîðîäíûì. Ïîýòîìó ñëåäóåò âçÿòü ìèíèìóì ýíåðãèè (8.9) ïî
n, ÷òî äàåò λ = B(n−n0)/n2

0 = −σ/n0. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (8.9) è ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëàãàåìóþ ìàëîñòü
ν, ìû ïîëó÷àåì ýôôåêòèâíóþ ýíåðãèþFσ = σS. Â òåðìèíàõ ñìåùåíèÿ u

Fσ = σ

∫
dx dy

√
1 + (∇u)2 . (8.10)

Ñòàðòóÿ ñ âûðàæåíèÿ (8.8), ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òåîðèþ âîçìóùåíèé ïîu äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ
êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì âêëàäFG, êàê òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò, íå âëèÿåò íà ýòó òåîðèþ âîç-
ìóùåíèé. Ðàñêëàäûâàÿ ýíåðãèþ (8.8), ìû íàõîäèì ÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà

F (2) =
κ

2

∫
dx dy (∇2u)2 , (8.11)

êîòîðûé îïðåäåëÿåò çàòðàâî÷íîå çíà÷åíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèéu. Îíè ñâîäÿòñÿ ê ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè

〈u(x, y)u(0, 0)〉0 =
∫

d2q

(2π)2
T

κq4
exp(iqxx + iqyy) . (8.12)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî èíòåãðàë (8.12) ðàñõîäèòñÿ íà ìàëûõq. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â êîð-
ðåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ 〈u(x, y)u(0, 0)〉 âíîñÿò ñàìûå êðóïíîìàñøòàáíûå ôëóêòóàöèè, ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè
ïîðÿäêà îáðàòíîãî ïðîäîëüíîãî ðàçìåðà ìåìáðàíû.
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Ðèñ. 26: Ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèèu.

Îöåíèì, îñíîâûâàÿñü íà (8.11), ïåðñèñòåíòíóþ äëèíóRc. Äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû ðàññìîòðåòü êîððåëÿöèîííóþ
ôóíêöèþ 〈l(r1)l(r2)〉, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò êîððåëÿöèè îðèåíòàöèè ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêîâ ìåìáðàíû, è íàéòè
õàðàêòåðíóþ äëèíó, íà êîòîðîé ýòà êîððåëÿöèÿ èñ÷åçàåò. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (8.7) â〈l(r1)l(r2)〉 è ðàçëîæèì
ðåçóëüòàò ïî u (ñ÷èòàÿ ôëóêòóàöèè u ìàëûìè). Ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ èìåþò âèä

〈l(r1)l(r2)〉 ≈ 1− 1
2

〈
[∇αu(x1, y1)−∇αu(x2, y2)]

2
〉

. (8.13)

Èñïîëüçóÿ òåïåðü âûðàæåíèå (8.12) äëÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, ìû íàõîäèì

1
2

〈
[∇αu(x, y)−∇αu(0, 0)]2

〉
0

=
∫

d2q

(2π)2
T

κq2
[1− exp(iqxx + iqyy)] ≈ T

2πκ
ln

(
Λ

√
x2 + y2

)
. (8.14)

Çäåñü Λ � óëüòðàôèîëåòîâàÿ îáðåçêà (îáðàòíàÿ òîëùèíà ìåìáðàíû). Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â äàííîì âû-
ðàæåíèè íåò íèêàêèõ ðàñõîäèìîñòåé íà ìàëûõq. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè〈l(r1)l(r2)〉
ðàçðóøàåòñÿ òîãäà, êîãäà ïîïðàâêà (8.14) ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà åäèíèöû. Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì äëÿ ïåðñèñòåíòíîé
äëèíû Rc ñëåäóþùóþ îöåíêó [53]

ln(ΛRc) ∼ κ/T . (8.15)

Îöåíêà (8.15) èìååò ñìûñë ïðè ìàëîìT/κ (èíà÷å îòñóòñòâóåò îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé). Ýòî
óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ðåàëüíûõ ìåìáðàí. Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì ìàëîñòüT/κ.
Åñëè ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ìåìáðàíû îòëè÷íî îò íóëÿ, òî íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå ýôôåê-

òèâíóþ ýíåðãèþ (8.10). Âî âòîðîì ïîðÿäêå ïîu îíà äàåò

F (2)
σ =

σ

2

∫
dx dy (∇u)2 . (8.16)

Äîáàâëÿÿ âêëàä (8.16) ê ýíåðãèè (8.11) ìû íàõîäèì ýíåðãèþ âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ äàåò

〈u(x, y)u(0, 0)〉0 =
∫

d2q

(2π)2
T

κq4 + σq2
exp(iqxx + iqyy) , (8.17)

âìåñòî (8.12). Â ýòîì âûðàæåíèè ñîõðàíÿåòñÿ ðàñõîäèìîñòü íà ìàëûõq, îäíàêî îíà òåïåðü ÿâëÿåòñÿ òîëüêî
ëîãàðèôìè÷åñêîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàëè÷èå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ïîäàâëÿåò ôëóêòóàöèè ìåìáðàíû íà
áîëüøèõ ìàñøòàáàõ.
×òîáû ïîñòðîèòü ðåãóëÿðíóþ òåîðèþ âîçìóùåíèé, íåîáõîäèìî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå âûñøèå ÷ëåíû ðàçëî-

æåíèÿ ýíåðãèè (8.8) ïî u. Ñëåäóþùèì çà (8.11) ÿâëÿåòñÿ ÷ëåí ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

F (4) =
κ

2

∫
dx dy

{
1
2
(∇u)2(∇2u)2 +∇αu(∇u)2∇α∇2u

}
, (8.18)

ãäå âî âòîðîì ÷ëåíå ìû ïðîèíòåãðèðîâàëè ïî ÷àñòÿì. Âêëàä (8.18) ïîðîæäàåò ïîïðàâêè ê êîððåëÿöèîííûì
ôóíêöèÿì u, êîòîðûå çàäàþòñÿ äèàãðàììàìè ñ ÷åòâåðíûìè âåðøèíàìè. Êàæäîé âåðøèíå ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíî-
æèòåëü, îïðåäåëÿåìûé (8.18), à êàæäîé ëèíèè ñîïîñòàâëÿåòñÿ çàòðàâî÷íàÿ ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿu
(8.12) èëè (8.17).
Ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèèu îïðåäåëÿåòñÿ îäíîïåòëåâîé äèàãðàììîé, ïðèâåäåííîé

íà ðèñóíêå 26, ãäå ëèíèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàòðàâî÷íîå çíà÷åíèå ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèèu. Êàê
îáû÷íî, ïåòëþ íà ýòîé äèàãðàììå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê âêëàä â ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
Σ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì

〈u(x, y)u(0, 0)〉 =
∫

d2q

(2π)2
T

κq4 + σq2 − Σ
exp(iqxx + iqyy) , (8.19)
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âìåñòî (8.17). Âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèâåäåííîé îäíîïåòëåâîé
äèàãðàììå, èìååò âèä

Σ(q) =
3
2
κq4

∫
d2k

(2π)2
Tk2

κk4 + σk2
+

3
2
κq2

∫
d2k

(2π)2
Tk4

κk4 + σk2
. (8.20)

Ñðàâíèâàÿ (8.20) ñ (8.19), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (8.20) äàåò ðåíîðìèðîâêó ìîäóëÿκ, êîòîðàÿ
íîñèò ëîãàðèôìè÷åñêèé õàðàêòåð:

∆κ = −3T

4π
ln (ΛRσ) , Rσ =

√
κ/σ . (8.21)

Âòîðîå æå ñëàãàåìîå â (8.20) äàåò âêëàä â ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå. Ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä ÿâëÿåòñÿ óëü-
òðàôèîëåòîâûì, òî åñòü îïðåäåëÿåòñÿ áîëüøèìè âîëíîâûìè âåêòîðàìè, à ïîòîìó íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â
ðàìêàõ äëèííîâîëíîâîé òåîðèè. Çäåñü ñèòóàöèÿ îêàçûâàåòñÿ òàêîé æå, êàê è äëÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, ãäå òî÷-
êà ïåðåõîäà íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà â ðàìêàõ äëèííîâîëíîâîé òåîðèè. Òî÷íî òàêæå, êàê óëüòðàôèîëåòîâûå
âêëàäû âêëþ÷àëèñü â ïåðåîïðåäåëåíèå òî÷êè ïåðåõîäà, óëüòðàôèîëåòîâûå âêëàäû (òèïà íàéäåííîãî âûøå)
äîëæíû âêëþ÷àòüñÿ â ïåðåîïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ìåìáðàíû.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîãóò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàíû è ìíîãîïåòëåâûå âêëàäû âΣ, îáÿçàííûå ÷ëåíó (8.18).

Âñå îíè ñîäåðæàò ëîãàðèôìè÷åñêèå ñëàãàåìûå, êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê ðåíîðìèðîâêóκ. Äàëåå,
ìû äîëæíû ïðèíÿòü âî âíèìàíèå âûñøèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ (8.8) ïîu (÷ëåíû øåñòîãî, âîñüìîãî è òàê äàëåå
ïîðÿäêîâ). Îíè ïðèâåäóò ê äîïîëíèòåëüíûì ïîïðàâêàì ê ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèèu, êîòîðûå òàêæå
ñîäåðæàò ëîãàðèôìè÷åñêèå ñëàãàåìûå. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ïðîáëåìà ñóììèðîâàíèÿ ãëàâíîé ëîãàðèôìè-
÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âêëàäîâ â êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè. Åñòåñòâåííûì ïóòåì ðåøåíèÿ ïîäîáíîãî ðîäà
çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ðåíîðì-ãðóïïà. Â äàííîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ íàëè÷èåì áåñêîíå÷íîãî íàáîðà âåðøèí.
Ýòà ñèòóàöèÿ íàïîìèíàåò ïðîáëåìó ñ äâóìåðíûì ôåððîìàãíåòèêîì (ñìîòðè ïàðàãðàô 7). Òàì ñïåöèàëüíî íàäî
áûëî çàáîòèòüñÿ î âðàùàòåëüíî èíâàðèàíòíîì ñïîñîáå ðàçäåëåíèÿ áûñòðûõ è ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ. Ê ñ÷à-
ñòüþ, äëÿ ìåìáðàí òàêîé ïðîáëåìû íå âîçíèêàåò. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîì ñïîñîáå ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ íà áûñòðûå è ìåäëåííûå ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî áûñòðûì ïåðåìåííûì ñîõðàíÿåòñÿ ñèììåòðèÿ
ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó îòíîñèòåëüíî ïåðåïàðàìåòðèçàöèèΦ → f(Φ), êîòîðàÿ îäíîçíà÷íî äèêòóåò ôîðìó ôóíê-
öèîíàëà (8.5).
Ïîÿñíèì ýòî óòâåðæäåíèå. Ïðåæäå âñåãî, ïðîèçâåäåì ýëåìåíòàðíûé øàã ÐÃ-ïðîöåäóðû, ðàçäåëèâ ïåðåìåí-

íûå íà áûñòðóþ è ìåäëåííóþ êîìïîíåíòû è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ïîñëåäíåé. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðÿìî íà
ÿçûêå ôóíêöèè Φ, îäíèì èç âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ (8.6). À èìåííî, ôóíêöèîíàë Ëàíäàó äëÿ
ìåäëåííîé ÷àñòè Φ′ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå èíòåãðàëà ïî áûñòðîìó ïîëþ Φ̃:

exp
[
−F

′(Φ′)
T

]
=

∫
DΦ̃ exp

[
−F(Φ′ + Φ̃)

T

]
. (8.22)

Äàëåå, ôóíêöèîíàë Ëàíäàó F(Φ′ + Φ̃) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî çàìåíû Φ′ + Φ̃ → f(Φ′ + Φ̃). Ïðîèçâîäÿ ýòó
çàìåíó è ïåðåõîäÿ îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî Φ̃ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî f̃ = f(Φ′ + Φ̃)− f(Φ′), ìû ïîëó÷àåì â ïðàâîé
÷àñòè (8.22) èíòåãðàë, êîòîðûé ñâîäèòñÿ êexp{−F ′[f(Φ′)]/T}. Òàêèì îáðàçîì, ìåäëåííûé ôóíêöèîíàë Ëàíäàó
F ′(Φ′) òàêæå îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî çàìåíûΦ′ → f(Φ′). Ó÷èòûâàÿ òàêæå, ÷òî ïðè èíòå-
ãðèðîâàíèè ïî áûñòðûì ïîëÿì ïîëó÷àåòñÿ ëîêàëüíîå âûðàæåíèå, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òîF ′(Φ′) ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðàëîì ïî ïîâåðõíîñòè Φ′ = 0 îò ïðîèçâîäíûõ îò l âäîëü ïîâåðõíîñòè, òàê êàê òîëüêî òàêèå îáúåêòû
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çàìåíûΦ′ → f(Φ′). Âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî îáðàòíîé êðèâèçíå (êîãäà âF èìåþòñÿ
÷ëåíû, ñîäåðæàùèå äâå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå îòl) âîçìîæíûå âêëàäû â ôóíêöèîíàë Ëàíäàó èñ÷åð-
ïûâàþòñÿ äâóìÿ, ïåðå÷èñëåííûìè â (8.5). Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (8.5) àâòîìàòè÷åñêè âîñïðîèçâîäèòñÿ ïðè
èñêëþ÷åíèè áûñòðûõ ïåðåìåííûõ.
Ýòî ñâîéñòâî ñèëüíî îáëåã÷àåò ïîëó÷åíèå ÐÃ-óðàâíåíèé. Âî-ïåðâûõ, èìååòñÿ òîëüêî äâà ìîäóëÿ,κ è κ̄, äëÿ

êîòîðûõ ýòè ÐÃ-óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü íàéäåíû. À âî-âòîðûõ, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ íèçøèìè ÷ëåíàìè
ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó (8.8) ïîu. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñîîòíîøåíèè (8.22) âF ′ äîñòàòî÷íî óäåðæàòü
÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ïî u′, à â F äîñòàòî÷íî óäåðæàòü ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà êàê ïî u′, òàê è ïî ũ. Â
ðåçóëüòàòå F → F (2)(u) + F (2)(u′) + Fint, ãäå

Fint =
κ

2

∫
dx dy

{
1
2
(∇ũ)2(∇2u′)2 +∇αu′(∇ũ)2∇α∇2u′ + 2∇αũ(∇u′∇ũ)∇α∇2u′

}
+ . . . , (8.23)

ãäå ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû íåñóùåñòâåííûå ÷ëåíû. Ïîïðàâêà ê ôóíêöèîíàëó Ëàíäàó äëÿ ìåäëåííûõ ïåðåìåí-
íûõ ðàâíà F ′(u′)−F(u′) = 〈Fint〉0, ãäå ñðåäíåå áåðåòñÿ ïî áûñòðûì ïåðåìåííûì ñ âåñîì, îïðåäåëÿåìûì (8.11),
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òî åñòü ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ áûñòðîãî ïîëÿũ ðàâíà â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèèT/κq4. Ñëåäîâàòåëüíî,

〈∇αũ∇β ũ〉0 =
T

4πκ
ln

(
Λ
Λ′

)
δαβ , (8.24)

ãäå Λ′ � íàèìåíüøèé âîëíîâîé âåêòîð áûñòðîãî ïîëÿ ũ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (8.21,8.24) ìû íàõîäèì ∆κ =
−3T/(4π) ln(Λ/Λ′). Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ÐÃ-óðàâíåíèå [54]

dκ

dξ
= −3T

4π
, (8.25)

ãäå ξ = ln(Λ/Λ′). Êàê ñëåäóåò èç (8.25), ðîëü `èíâàðèàíòíîãî çàðÿäà' (áåçðàçìåðíîé êîíñòàíòû ñâÿçè) èãðàåò
âåëè÷èíà g:

g =
3T

4πκ
. (8.26)

Äëÿ ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé êîíñòàíòà ñâÿçèg äîëæíà áûòü ìàëîé, g ¿ 1.
Èç ñîîòíîøåíèé (8.25,8.26) ñëåäóåò óðàâíåíèå

dg

dξ
= g2 . (8.27)

Òàêèì îáðàçîì, êàê è äëÿ n-ïîëÿ, ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ñèòóàöèåé, êîòîðàÿ â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ íàçûâàåòñÿ
`àñèìïòîòè÷åñêîé ñâîáîäîé', êîãäà áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè ðàñòåò ïðè óâåëè÷åíèè ìàñøòàáà. Ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ñ ìàëûìè ìàñøòàáàìè äåëàåò ìåìáðàíó áîëåå ìÿãêîé íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ.
Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8.27) ÿâëÿåòñÿ

g =
g0

(1− g0ξ)
. (8.28)

Çäåñü g0 � êîðîòêîâîëíîâîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû ñâÿçè. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè íàøåé òåîðèè,
îñíîâàííîé íà òåîðèè âîçìóùåíèé, ÿâëÿåòñÿg0 ¿ 1. Óñëîâèå g ¿ 1 îçíà÷àåò, ÷òî íàøà òåîðèÿ ðàáîòàåò âïëîòü
äî ìàñøòàáîâ L, îïðåäåëÿåìûõ g0 ln(ΛL) ∼ 1. Âñïîìèíàÿ ñîîòíîøåíèå (8.15) (ãäå íàäî áðàòü êîðîòêîâîëíî-
âîå çíà÷åíèå κ), ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî òåîðèÿ âîçìóùåíèé ðàáîòàåò â ïðîìåæóòêå ìàñøòàáîâ ìåæäó
ìîëåêóëÿðíîé äëèíîé è ïåðñèñòåíòíîé äëèíîé.
Îïðåäåëèì òåïåðü ÐÃ-óðàâíåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ σ, êîòîðîå âõîäèò â ýíåðãèþ (8.10). Äëÿ

òîãî, ÷òîáû íàéòè ðåíîðìèðîâêó σ, äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü ýíåðãèþ (8.10) äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ũ, â ðåçóëü-
òàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ (8.16) ñ u → ũ. Òåïåðü ìû â ñîîòâåòñòâèè ñ (8.22) íàõîäèì ïîïðàâêóF ′σ − Fσ, ðàâíóþ
〈F (2)

σ (ũ)〉0, ãäå ñêîáêè îçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî áûñòðîìó ïîëþ. Èñïîëüçóÿ (8.24), ìû íàõîäèì 〈F (2)
σ (ũ)〉0 =

Tσ/4π ln(Λ/Λ′)
∫

dx dy. Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ çàòðàâî÷íûì çíà÷åíèåì σ
∫

dx dy, ìû íàõîäèì ∆σ =
Tσ/4π ln(Λ/Λ′), ÷òî äàåò ñëåäóþùåå ÐÃ-óðàâíåíèå

dσ

dξ
=

g

3
σ . (8.29)

Ñðàâíèâàÿ ýòî óðàâíåíèå ñ (8.27), ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ðàñòåò ñ ìàñøòàáîì â
ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì σ ∝ g1/3.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ðåíîðìèðîâêàκ, σ çàêàí÷èâàåòñÿ íà ìàñ-

øòàáå Rσ, ââåäåííîì â (8.21). Òàêèì îáðàçîì, åñëèRc À Rσ, òî g ¿ 1 íà âñåõ ìàñøòàáàõ, è ìû âñåãäà îñòàåìñÿ
â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé.
Íàðÿäó ñ ðåíîðìèðîâêîéκ è σ ðåíîðìèðóåòñÿ òàêæå ìîäóëü κ̄. Ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä â ýíåðãèþ

(8.2) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì, ÐÃ-óðàâíåíèå äëÿ κ̄ òðóäíî ïîëó÷èòü äëÿ ìåìáðàííîãî ëèñòà,
òàê êàê ýòî íåâîçìîæíî ñäåëàòü áåç âêëþ÷åíèÿ â ñõåìó îïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Áîëåå ïðîñòûì
ïðåäñòàâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ðåíîðìèðîâêè κ̄ äëÿ âåçèêóë, äëÿ êîòîðûõ â ñèëó îòñóòñòâèÿ ãðàíèö íåò ïðîáëåìû
ãðàíè÷íûõ ÷ëåíîâ. Ñàì æå çàêîí ðåíîðìèðîâêè κ̄ (èäóùèé ñ ìàëûõ ìàñøòàáîâ) íå çàâèñèò, ðàçóìååòñÿ, îò
òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìåìáðàíû.
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Âûâîä ÐÃ-óðàâíåíèé äëÿ ñäâèãîâûõ ìîäóëåé

Ìû ïðèñòóïàåì ê âûâîäó ÐÃ-óðàâíåíèÿ äëÿ ñäâèãîâîãî ìîäóëÿκ̄. Äëÿ ýòîãî ìû ðàññìîòðèì âåçèêóëó ñ òî-
ïîëîãèåé ñôåðû. Ýòî íåñêîëüêî óñëîæíÿåò ñõåìó âû÷èñëåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññìîòðåííûì âûøå ñëó÷àåì
ìåìáðàííîãî ëèñòà. Íî çàòî ñíèìàåòñÿ ïðîáëåìà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ìîìåíòîì äëÿ
ðàññìîòðåíèÿ ÷ëåíà (8.2). Äëÿ âåçèêóëû ñ òîïîëîãèåé ñôåðû âêëàä (8.2) ðàâåí4πκ̄, è íå çàâèñèò, êàê è ñëåäóåò,
îò êîíêðåòíîé ôîðìû âåçèêóëû. Ïðè èñêëþ÷åíèè áûñòðûõ ïåðåìåííûõ èç ýíåðãèè (8.1) âîçíèêàåò äîïîëíèòåëü-
íûé âêëàä â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ, êîòîðûé è äàåò ðåíîðìèðîâêóκ̄. Ïî õîäó äåëà ìû âîñïðîèçâåäåì è óðàâíåíèå
(8.25) äëÿ κ (óáåäèâøèñü, ÷òî îíî, êàê è ñëåäóåò, íå çàâèñèò îò òîïîëîãèè).
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåçèêóëà ôëóêòóèðóåò âáëèçè ñôåðû ðàäèóñàR. Òîãäà åñòåñòâåííî ïàðàìåòðèçîâàòü

ôîðìó âåçèêóëû, ââåäÿ çàâèñèìîñòü ðàññòîÿíèÿr îò öåíòðà ñôåðû äî ìåìáðàíû îò àçèìóòàëüíîãî è ïîëÿðíîãî
óãëîâ θ è ϕ, çàäàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùåå íàïðàâëåíèå:r = R+u(θ, ϕ). Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òîu ÿâëÿåòñÿ ñìåùåíèåì
ìåìáðàíû â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè. ÔóíêöèÿΦ äëÿ òàêîé ïàðàìåòðèçàöèè ðàâíà Φ = r − R − u. Ïîýòîìó
åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê ìåìáðàíå, â ñîîòâåòñòâèè ñ (8.4) çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

l = |∇Φ|−1

(
r

r
− ∂u

r

)
, |∇Φ| =

√
1 +

(∂u)2

r2
. (8.30)

Çäåñü ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå ∂ äëÿ ïðîèçâîäíîé `âäîëü óãëîâ':

(∂u)2 ≡
(

∂u

∂θ

)2

+
1

sin2 θ

(
∂u

∂ϕ

)2

,

∂2u ≡ 1
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2u

∂ϕ2
.

Òîãäà âêëàä â ýíåðãèþ (8.1) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

FH =
κ

2

∫
do r2|∇Φ| (∇l)2 , (8.31)

ãäå r = R + u.
Òåïåðü ìû ñîáèðàåìñÿ ïðîèçâåñòè ýëåìåíòàðíûé øàã ÐÃ-ïðîöåäóðû, ðàçäåëÿÿ ïîëåu íà ìåäëåííóþ è áûñò-

ðóþ ÷àñòè u = u′+ ũ ñ òåì, ÷òîáû ïðîèíòåãðèðîâàòü çàòåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ôëóêòóàöèé ïî
áûñòðîìó ïîëþ ũ. Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó îòíîñèòåëüíî ïåðåïàðà-
ìåòðèçàöèè Φ → f(Φ) èíòåãðèðîâàíèå ïî áûñòðîìó ïîëþ ũ àâòîìàòè÷åñêè âîñïðîèçâîäèò âûðàæåíèå (8.31) äëÿ
ìåäëåííîãî ïîëÿ u′. Ïîýòîìó, ÷òîáû íàéòè çàêîíû ðåíîðìèðîâêè ìîäóëåéκ è κ̄, äîñòàòî÷íî ñîõðàíèòü ìëàäøèå
÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ (8.31) ïî u′ è ũ. Ðåàëüíî äîñòàòî÷íî çíàòü ÷ëåíû âïëîòü äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (ñóììàðíî
ïî u′ è ũ). Ïîýòîìó ñíà÷àëà ìû íàõîäèì ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ (8.31) ïîu âïëîòü äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.
Ðàñêëàäûâàÿ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (8.31) äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïîu (ïðè äàííîì r!) ìû íàõîäèì

FH ≈ 8πκ +
κ

2

∫
do

{
− 2

r2
(∂u)2 +

1
r2

(∂2u)2 − 2
r3

(∂u)2∂2u

+
5

2r4
(∂u)4 +

1
2r4

(∂u)2(∂2u)2 +
1
r4

∂∂2u∂u(∂u)2
}

,

ãäå ìû ïðîèíòåãðèðîâàëè ïî ÷àñòÿì â íåêîòîðûõ ÷ëåíàõ. Ðàñêëàäûâàÿ çàòåìr = R+u ïî u, ìû íàõîäèì ÷ëåíû
âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

F (2)
H =

κ

2R2

∫
do

[
(∂2u)2 − 2(∂u)2

]
, (8.32)

F (3)
H =

κ

R3

∫
do

[−u(∂2u)2 − (∂u)2∂2u
]

, (8.33)

F (4)
H =

κ

2R4

∫
do

{
3u2(∂2u)2 + 6u(∂u)2∂2u

+
5
2
(∂u)4 +

1
2
(∂u)2(∂2u)2 + ∂∂2u∂u(∂u)2

}
, (8.34)

ãäå ñîõðàíåíû òîëüêî ãëàâíûå ÷ëåíû ïî ïðîèçâîäíîé∂.
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Òåïåðü ìû äîëæíû ïîäñòàâèòü u = u′ + ũ è óäåðæàòü ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ũ (÷åãî áóäåò äîñòàòî÷íî
äëÿ âû÷èñëåíèÿ îäíîïåòëåâûõ ÐÃ-óðàâíåíèé). Ðàñêëàäûâàÿ (8.33) äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïîũ, ìû íàõîäèì

F (3)
int =

κ

R3

∫
do

{
∂2u′(∂ũ)2 − u′(∂2ũ)2 − 2∂u′∂ũ∂2ũ

}
. (8.35)

Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç (8.34) äëÿF (4)
int . Äàëåå, ìû âû÷èñëÿåì ïîïðàâêó ê ìåäëåííîé

÷àñòè ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó

∆F (2)
H =

〈
F (4)

int

〉
− 1

2T

〈〈
F (3)

intF (3)
int

〉〉
,

ãäå ñðåäíåå âû÷èñëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (8.32). Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿF (3)
int è F (4)

int , ìû ïîëó÷àåì

∆F (2)
κ =

κ

2R4

∫
do

{
−3

2
〈(∂ũ)2〉(∂2u′)2 − 3

2
〈(∂2ũ)2〉(∂u′)2 + (10− 8)(∂u′)2〈(∂ũ)2〉

}
. (8.36)

Ïåðâûå äâà ÷ëåíà è ÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòîì10 â ïðàâîé ÷àñòè (8.36) ïðîèñõîäÿò èç
〈
F (4)

int

〉
, à ÷ëåí ñ êîýôôèöè-

åíòîì −8 â ïðàâîé ÷àñòè (8.36) ïðîèñõîäèò èç−
〈〈
F (3)

intF (3)
int

〉〉
/(2T ).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ â âèäå ñóììû óãëîâûõ ãàðìîíèê, ìîæíî íàéòè

〈(∂ũ)2〉 =
R2T

2πκ
ln

Λ
Λ′

. (8.37)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (8.37) â (8.36) è ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàò ñ (8.32), ìû íàõîäèì, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí â ïîäûí-
òåãðàëüíîì âûðàæåíèè â (8.36) äàåò ∆κ = −3T/(4π) ln(Λ/Λ′), ÷òî íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (8.25). Îäíàêî
âûðàæåíèå (8.36) îáÿçàíî âîñïðîèçâîäèòü (8.32) âî âñåõ äåòàëÿõ. ×òîáû âîñïðîèçâåñòè âòîðîé ÷ëåí â ïîäûíòå-
ãðàëüíîì âûðàæåíèè â (8.32), íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü

〈(∂2ũ)2〉 = −R2T

3πκ
ln

Λ
Λ′

. (8.38)

Ýòî íåîáû÷íîå ïðàâèëî ñâÿçàíî ñ òåì ôàêòîì, ÷òî ðàçáèåíèåu = u′ + ũ ïðîèçâîäèòñÿ äëÿ óãëîâûõ ãàðìîíèê ñ
óãëîâûìè ÷èñëàìè l, m, è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíèå RΛ′ < l < RΛ ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ äèñêðåòíîãî íàáîðà
ãàðìîíèê. Ïîýòîìó â ñðåäíåì 〈(∂2ũ)2〉 íàðÿäó ñ ãëàâíûì óëüòðàôèîëåòîâûì âêëàäîì (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ â
ðåíîðìèðîâêó ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ) èìååòñÿ òàêæå è ëîãàðèôìè÷åñêèé âêëàä, çàôèêñèðîâàííûé â (8.38).
Òåïåðü ìû ìîæåì íàéòè ïîïðàâêó ê ñâîáîäíîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî áûñòðîìó

ïîëþ ũ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (8.32) ýòà ïîïðàâêà ðàâíà

∆F =
2πκ

R2

[〈(∂2ũ)2〉 − 2〈(∂ũ)2〉] .

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà (8.37) è (8.38) ìû ïîëó÷àåì ∆F = −(8/3)T ln(Λ/Λ′). Ýòî åñòü ïîïðàâêà ê ñâîáîäíîé ýíåð-
ãèè âåçèêóëû, êîòîðàÿ â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî ôëóêòóàöèÿì ðàâíàF = 4π(2κ + κ̄). Ïîýòîìó íàéäåííóþ
ïîïðàâêó ∆F ñëåäóåò ïðèðàâíÿòü ê 4π(2∆κ + ∆κ̄). Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ∆κ = −3T/(4π) ln(Λ/Λ′) ìû íàõîäèì
∆κ̄ = 5T/(6π) ln(Λ/Λ′). Ýòî âåäåò ê ñëåäóþùåìó ÐÃ-óðàâíåíèþ [54]

dκ̄

dξ
=

5T

6π
. (8.39)

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðè èñêëþ÷åíèè áûñòðûõ ïåðåìåííûõκ̄ ðàñòåò, àáñîðáèðóÿ â ñåáÿ èõ ýíòðîïèþ.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 8.1
Âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå H èìååòñÿ ñëåäóþùèé âêëàä â ýíåðãèþ ìåìáðàíû:

FM = −
∫

dS
α

2
(Hl)2 , (8.40)



66

ãäå l � åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê ìåìáðàíå. Íàéòè ÐÃ-óðàâíåíèå äëÿ ôàêòîðàα. Ðàññìîòðåòü
äâà (ñóùåñòâåííî ðàçíûõ) ñëó÷àÿα > 0 è α < 0. Îòâåò âûðàçèòü ÷åðåç èíâàðèàíòíûé çàðÿä g.
Çàäà÷à 8.2
Óïðóãàÿ ýíåðãèÿ ìåìáðàíû èìååò âèä

Fel =
∫

dS
B

2
(ns − n0)2

n2
0

, (8.41)

ãäå B � ìîäóëü óïðóãîñòè, ns � ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ìîëåêóë, à n0 � ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ns. Íàéòè
ÐÃ-óðàâíåíèå äëÿ n0 è ìîäóëÿ B. Îòâåò âûðàçèòü ÷åðåç èíâàðèàíòíûé çàðÿä g.

Ðåøåíèå çàäà÷è 8.2
Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ìåìáðàíû ðàâíî n0 = N/S, ãäå N � îáùåå ÷èñëî ìîëåêóë ìåìáðàíû è S � åå

ïëîùàäü. Îíà ðåíîðìèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ÐÃ-óðàâíåíèåì

dS

dξ
= −1

3
gS .

Ïîýòîìó

dn0

dξ
=

1
3
gn0 .

Ïëîòíîñòü n0 îïðåäåëÿåò ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè

ns =
∆N

∆S
=

∆N√
1 + (∇u)2 ∆x ∆y

.

Òàêèì îáðàçîì, ôàêòîð (ns − n0)2/n2
0 îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ïðè ðåíîðìèðîâêå, è ìû íàõîäèì äëÿB

dB

dξ
=

1
3
gB .

Çàäà÷à 8.3
Åñëè ìåìáðàíà ÿâëÿåòñÿ ñëåãêà àñèììåòðè÷íîé, òî íàðÿäó ñ ýíåðãèåé (8.1,8.2) èìååòñÿ òàêæå ñëåäóþùèé

âêëàä â ýíåðãèþ ìåìáðàíû

Fas =
∫

dS µ

(
1

R1
+

1
R2

)
,

Íàéòè ðåíîðì-ãðóïïîâîå óðàâíåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòàµ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî Fas ÿâëÿåòñÿ ìàëîé ïîïðàâêîé ê
(8.1,8.2). Âûðàçèòü îòâåò ÷åðåç èíâàðèàíòíûé çàðÿä.
Çàäà÷à 8.4
Åñëè ìåìáðàíà èìååò êîíå÷íîå ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå σ, òî íàðÿäó ñ ýíåðãèåé (8.1,8.2) èìååòñÿ òàêæå

ñëåäóþùèé âêëàä â ýíåðãèþ ìåìáðàíû

Fσ =
∫

dS σ . (8.42)

Íàéòè ðåíîðì-ãðóïïîâîå óðàâíåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà σ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî Fσ ÿâëÿåòñÿ ìàëîé ïîïðàâêîé ê
(8.1,8.2). Âûðàçèòü îòâåò ÷åðåç èíâàðèàíòíûé çàðÿä.
Çàäà÷à 8.5
Âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëåH íàðÿäó ñ ýíåðãèåé (8.1,8.2) èìååòñÿ òàêæå ñëåäóþùèé âêëàä â ýíåðãèþ ìåì-

áðàíû

FH =
∫

dS
α

2

[
3 (Hl)2 −H2

]
,

ãäå l � åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê ìåìáðàíå. Íàéòè ðåíîðì-ãðóïïîâîå óðàâíåíèå äëÿ âîñïðèèì-
÷èâîñòè α, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî FH ÿâëÿåòñÿ ìàëîé ïîïðàâêîé ê (8.1,8.2). Âûðàçèòü îòâåò ÷åðåç èíâàðèàíòíûé
çàðÿä.
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9. ÔÀÇÎÂÛÉ ÏÅÐÅÕÎÄ ÁÊÒ

Òàêèå äåôåêòû, êàê êâàíòîâûå âèõðè, äèñëîêàöèè è äèñêëèíàöèè â òîíêèõ ïëåíêàõ (êîòîðûå ìîãóò ñ÷èòàòü-
ñÿ äâóìåðíûìè ñèñòåìàìè) ÿâëÿþòñÿ òî÷å÷íûìè îáúåêòàìè è ìîãóò ïîýòîìó ïðîèçâîäèòüñÿ çà ñ÷åò òåïëîâîãî
äâèæåíèÿ (â òî âðåìÿ, êàê â òðåõìåðíûõ ñèñòåìàõ ïîðîäèòü, ñêàæåì, äèñëîêàöèþ çà ñ÷åò òåïëîâîãî äâèæåíèÿ
ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî). Ýíåðãèÿ òàêîãî åäèíè÷íîãî äåôåêòà ïðîïîðöèîíàëüíà ëîãàðèôìó ðàçìåðà îáðàçöà.
Ïîýòîìó ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ïðîèçâîäÿòñÿ òîëüêî ñâÿçàííûå ïàðû äåôåêò-àíòèäåôåêò, òàê êàê ýíåðãèÿ
ýòîé ïàðû êîíå÷íà (íå çàâèñèò îò ðàçìåðà îáðàçöà). Ïðè âîçðàñòàíèè òåìïåðàòóðû ïëîòíîñòü ýòèõ ïàð ðàñ-
òåò. Íàðÿäó ñ ýòèì ðàñòåò ýíòðîïèÿ åäèíè÷íîãî äåôåêòà, êîòîðàÿ òàêæå ïðîïîðöèîíàëüíà ëîãàðèôìó ðàçìåðà
îáðàçöà. Ïîýòîìó ïðè íåêîòîðîé òåìïåðàòóðåTc ïðîèçâåäåíèå TS (ãäå S � ýíòðîïèÿ äåôåêòà) ñòàíîâèòñÿ áîëü-
øå, ÷åì ýíåðãèÿ äåôåêòà. Âûøå Tc â ïëåíêå ñïîíòàííî âîçíèêàþò îäèíî÷íûå äåôåêòû, êîòîðûå ðàçðóøàþò
äàëüíèå êîððåëÿöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà â ïëåíêå. Ïîýòîìó ïðèT = Tc ïðîèñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä, íàïðèìåð,
ïåðåõîä ñâåðõòåêó÷àÿ-íîðìàëüíàÿ æèäêîñòü â ïëåíêå ãåëèÿ-4. Ýòîò ïåðåõîä áûë âïåðâûå èçó÷åí Áåðåçèíñêèì
[18], à çàòåì èññëåäîâàí Êîñòåðëèöåì è Òàóëåññîì [19]. Ïî ïåðâûì áóêâàì ôàìèëèé óïîìÿíóòûõ àâòîðîâ ìû
áóäåì íàçûâàòü åãî ïåðåõîäîì ÁÊÒ. Òåìè æå õàðàêòåðèñòèêàìè îáëàäàåò ôàçîâûé ïåðåõîä â äâóìåðíûõ ïëà-
íàðíûõ ìàãíåòèêàõ. Óïîìÿíåì îáçîðû [20�24], ïîñâÿùåííûå ïåðåõîäó ÁÊÒ. Îòìåòèì, ÷òî ôàçîâûå ïåðåõîäû
òîãî æå òèïà äîëæíû íàáëþäàòüñÿ ïðè íàãðåâå äâóìåðíûõ êðèñòàëëîâ. À èìåííî, ñíà÷àëà êðèñòàëë äîëæåí
ïðåâðàùàòüñÿ â òàê íàçûâàåìóþ ãåêñàòè÷åñêóþ ôàçó, êîòîðàÿ çàòåì ïëàâèòñÿ â æèäêîñòü [25, 26]. Ýòè ïåðåõîäû
ñâÿçàíû ñ ïîÿâëåíèåì ðàñïàðåííûõ äèñëîêàöèé è äèñêëèíàöèé, ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû áóäåì ãîâîðèòü î ïåðåõîäå ñâåðòåêó÷àÿ-íîðìàëüíàÿ æèäêîñòü. Ñâåðõòåêó÷àÿ ñêî-

ðîñòü ãåëèÿ-4 ðàâíà vs = h̄∇φ/m, ãäå φ � ôàçà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, à m � ìàññà àòîìà ãåëèÿ-4. Âîêðóã âèõðÿ,
ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå rj , ñâåðõòåêó÷àÿ ñêîðîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì çàâèñèò îò êîîðäèíàò

vsα = nj h̄
εβα(rβ − rj,β)

m|r − rj |2 . (9.1)

Çäåñü nj � öåëîå ÷èñëî (`çàðÿä' âèõðÿ), ÷òî îáåñïå÷èâàåò êðàòíîñòü2π èíòåãðàëà
∮

dr∇φ, âçÿòîãî ïî êîíòóðó,
îáõîäÿùåìó âèõðü. Â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ âèõðÿ àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà îáðàùàåòñÿ â íîëü,
à ïîòîìó åãî ôàçà φ â ýòîé òî÷êå íå îïðåäåëåíà. Ñâåðõòåêó÷àÿ ñêîðîñòü ïëåíêè ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âêëàäîâ (9.1)
îò âñåõ âèõðåé ñ äîáàâëåíèåì ãëàäêîé (áåçâèõðåâîé) ñîñòàâëÿþùåé:

vs,α(r) =
∑

j

nj h̄

m

εβα(rβ − rj,β)
|r − rj |2 +

h̄

m
∇αφ0 . (9.2)

Çàâèõðåííîñòü ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòèω ðàâíà

ω = εγα∇γvs,α =
∑

j

2πnj
h̄

m
δ(r − rj) . (9.3)

Òàêèì îáðàçîì, çàâèõðåííîñòü èìååò δ-îáðàçíûå îñîáåííîñòè â òî÷êàõ ðàñïîëîæåíèÿ âèõðåé.
Ýíåðãèÿ, ñâÿçàííàÿ ñî ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòüþ, çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

Fs =
∫

d2r
ρs

2
v2

s , (9.4)

ãäå ρs � äâóìåðíàÿ ñâåðõòåêó÷àÿ ïëîòíîñòü. Îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òåìïåðàòóðû: ïðèT = 0 çíà÷åíèå ρs

ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé äâóìåðíîé ïëîòíîñòüþ ìàññû ïëåíêè, è ïðè óâåëè÷åíèè òåìïåðàòóðûρs óìåíüøàåòñÿ çà
ñ÷åò ðîñòà ÷èñëà âîçáóæäåíèé òèïà ôîíîíîâ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, âûðàæåíèå (9.4), ïðåäïîëàãàþùåå îäíîðîäíîñòü
àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà |ψ|, ïåðåñòàåò ðàáîòàòü âáëèçè òî÷êè ðàñïîëîæåíèÿ âèõðÿ, ãäå |ψ|
ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ äî òî÷êè ðàñïîëîæåíèÿ âèõðÿ. Îá ýòîé îáëàñòè îáû÷íî ãîâîðÿò, êàê î ÿäðå
âèõðÿ. ßäðî âèõðÿ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî, âíå ðàìîê ïðèáëèæåíèÿ (9.4). Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíûé
ðàçìåð ÿäðà Λ èãðàåò ðîëü óëüòðàôèîëåòîâîé îáðåçêè, îïðåäåëÿÿ ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå âîëíîâûõ âåêòîðîâ â
Ôóðüå-ðàçëîæåíèè vs.
Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ôèçè÷åñêîé êàðòèíå ïåðåõîäà, ñâÿçàííîé ñ âîçìîæíîñòüþ ñïîíòàííîãî ïîÿâëåíèÿ îäèíî÷-

íûõ âèõðåé. Êàê ñëåäóåò èç (9.1,9.4), ýíåðãèÿ åäèíè÷íîãî âèõðÿ ðàâíà

E =
πρsh̄

2

m2
ln(ΛL) ,
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ãäå L � ðàçìåð îáðàçöà, è ìû èñïîëüçîâàëè âûðàæåíèå äëÿ ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòè âîêðóã âèõðÿ ñnj = ±1,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîé ýíåðãèè âèõðÿ. Ýíòðîïèþ æå âèõðÿS ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âèõðü ìîæåò çàíèìàòü ëþáóþ èç (ΛL)2 `êëåòî÷åê', à åãî ýíòðîïèÿ ðàâíà ëîãàðèôìó ÷èñëà êëåòî÷åê, òî åñòü
S = 2 ln(ΛL). Ïðèðàâíèâàÿ òåïåðü TS ê ýíåðãèè âèõðÿ E, âûïèñàííîé âûøå, ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

ρs =
2m2T

πh̄2 (9.5)

Ïðè ρs > 2m2T/(πh̄2) ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ âèõðÿ E − TS ïîëîæèòåëüíà, è ïîòîìó îäèíî÷íûå âèõðè íå ìî-
ãóò âîçíèêàòü çà ñ÷åò òåïëîâîãî äâèæåíèÿ. Ïðè ìåíüøèõ æå çíà÷åíèÿõρs îäèíî÷íûå âèõðè ìîãóò ñïîíòàííî
ðîæäàòüñÿ, ÷òî îçíà÷àåò íåóñòîé÷èâîñòü ñîñòîÿíèÿ æèäêîñòè ñ äàííûì çíà÷åíèåìρs. Ïîýòîìó ñòàöèîíàðíîå
ñîñòîÿíèå ñ ρs < 2m2T/(πh̄2) îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì. Òàêèì îáðàçîì, ïðè óâåëè÷åíèè òåìïåðàòóðûρs ñíà-
÷àëà óìåíüøàåòñÿ, îñòàâàÿñü êîíå÷íîé (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñâåðõòåêó÷åé ôàçå), à çàòåì, äîñòèãíóâ âåëè÷èíû
(9.5), ñêà÷êîì îáðàùàåòñÿ â íîëü (÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå) [27].
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå âèõðåé. Ïîäñòàâëÿÿ (9.2) â (9.4) è îòäåëüíî ó÷èòûâàÿ îáëàñòè

âáëèçè âèõðåé (èõ ÿäðà), ìû ïîëó÷àåì

Fs =
∫

d2r
ρsh̄

2

2m2
(∇φ0)2 + Fvort , (9.6)

Fvort = −π
∑

i 6=j

ρsh̄
2

m2
ninj ln(Λrij) +

∑

i

µ(ni) . (9.7)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (9.6) � ýíåðãèÿ ãëàäêîé (áåçâèõðåâîé) ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè, àFvort � ýíåðãèÿ, ñâÿçàííàÿ
ñ âèõðÿìè. Ôàêòîðû µ(nj) â (9.7) ïðåäñòàâëÿþò ýíåðãèþ ÿäåð âèõðåé, êîòîðàÿ çàâèñèò, êîíå÷íî, îò `çàðÿäà'
âèõðÿ. Îòìåòèì, ÷òî â (9.6) îòñóòñòâóåò ïåðåêðåñòíûé ÷ëåí, òàê êàê âèõðåâîé âêëàä â ñâåðõòåêó÷óþ ñêîðîñòü
ÿâëÿåòñÿ áåçäèâåðãåíòíûì, ÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü, âû÷èñëèâ äèâåðãåíöèþ ñêîðîñòè (9.1). Ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ,
ñâÿçàííàÿ ñ âèõðÿìè, è ýíåðãèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ãëàäêîé ñîñòàâëÿþùåé ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòè, ðàçäåëÿþòñÿ, ýòè
äâå ñîñòàâëÿþùèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî, íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èíòåðå-
ñîâàòüñÿ òîëüêî âèõðåâîé ñîñòàâëÿþùåévs, îïðåäåëåííîé ïåðâûì ÷ëåíîì â âûðàæåíèè (9.2).
Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè âèõðåâîé ñîñòàâëÿþùåé ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòè ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç êîð-

ðåëÿöèîííûå ôóíêöèè çàâèõðåííîñòè (9.3). Ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ïîñëåäíèõ íåñåò â ñåáå ïðîèçâîäÿùèé ôóíê-
öèîíàë

Z(σ) =
〈

exp
{

i
m

2πh̄

∫
d2r σω

}〉
, (9.8)

ãäå σ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò. Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè çàâèõðåííîñòè (9.3) ïîëó÷àþòñÿ, êàê
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Z ïî ïîëþ σ. Óñðåäíåíèå â (9.8) îçíà÷àåò, ÷òî ñ âåñîì exp[(F − Fvort)/T ] íàäî
ïðîñóììèðîâàòü ïî `çàðÿäàì' âèõðåé (öåëûì ÷èñëàì)nj ïðè çàäàííîì ÷èñëå âèõðåé N , à òàêæå ïî N îò íóëÿ
äî áåñêîíå÷íîñòè, è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî êîîðäèíàòàì âñåõ âèõðåé:

Z(σ) =
∑

N,nj

1
N !

∏

j

∫
Λ2 d2rj exp {inj [σ(rj)]} exp[(F −Fvort)/T ] . (9.9)

Ñâîáîäíàÿ æå ýíåðãèÿ F îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

exp(−F/T ) =
∑

N,nj

1
N !

∏

j

∫
Λ2 d2rj exp(−Fvort/T ) . (9.10)

Ìíîæèòåëü Λ2 ââåäåí â ñîîòíîøåíèÿ (9.9,9.10) ñ òåì, ÷òîáû îáåçðàçìåðèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòàì.
Ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñðåäíèõ, îïèðàþùååñÿ íà ïðåäñòàâëåíèå î äèñêðåòíûõ `÷àñòè-

öàõ', íå ñëèøêîì óäîáíî äëÿ àíàëèçà. Ãîðàçäî óäîáíåå èìåòü äåëî ñ `ïîëåâûì' ïðåäñòàâëåíèåì, êîòîðîå èñïîëü-
çîâàëîñü íàìè ðàíåå, â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ. Ïîýòîìó íèæå ìû ïðîèçâîäèì ôîðìàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ,
èìåþùèå ñâîåé öåëüþ ñâåñòè çàäà÷ó ê `ïîëåâîé'.
Âèõðåâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàêεαβ∇βΦ. Â òåðìèíàõ `ïîòåíöèàëà'

Φ ñîîòíîøåíèå (9.3) ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

∇2Φ = −
∑

j

2πnj
h̄

m
δ(r − rj) , (9.11)
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íàïîìèíàþùåì óðàâíåíèå äëÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ. Ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ
îñíîâàíèåì äëÿ òàê íàçûâàåìîé ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé àíàëîãèè, êîãäà âèõðè ðàññìàòðèâàþòñÿ, êàê òî÷å÷íûå çà-
ðÿäû. Òîãäà âûðàæåíèå (9.7) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ñëåäñòâèåì ëîãàðèôìè÷åñêîãî õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ
òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ â äâóìåðèè. Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîìó âûðàæåíèþ äëÿ ýíåðãèè, ñâÿçàííîé ñî ñâåðõòåêó÷åé
ñêîðîñòüþ, ìû ìîæåì çàïèñàòü

Fvort =
∫

d2r
ρs

2
(∇Φ)2 +

∑

i

µ(ni) , (9.12)

ãäå â èíòåãðàëå èñêëþ÷åíû ÿäðà âèõðåé, à ñâÿçàííàÿ ñ íèìè ýíåðãèÿ ó÷èòûâàåòñÿ îòäåëüíî.
Ïåðåïèøåì òåïåðü Ãèááñîâñêèé ôàêòîð, îïðåäåëÿåìûé ýíåðãèåé (9.12), â âèäå èíòåãðàëà ïî `ïîòåíöèàëó'Φ

è âñïîìîãàòåëüíîìó ïîëþ ϑ:

exp (−Fvort/T ) =
∫
DϑDΦ

exp



−

1
T

∫
d2r

ρs

2
(∇Φ)2 + i

∫
d2r

m

2πh̄
ϑ∇2Φ + i

∑

j

njϑ(rj)− T−1
∑

j

µ(nj)



 .

Çäåñü èíòåãðàë ïî ïîëþϑ ïðîèçâîäèò ôóíêöèîíàëüíóþδ-ôóíêöèþ, ãàðàíòèðóþùóþ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (9.11),
à èíòåãðàë ïî Φ `ñíèìàåò' ýòó δ-ôóíêöèþ. Áåðÿ â ïðèâåäåííîì âûøå âûðàæåíèè Ãàóññîâ èíòåãðàë ïîΦ, ìû
íàõîäèì

exp (−Fvort/T ) =
∫
Dϑ exp



−

∫
d2r

α

2
(∇ϑ)2 + i

∑

j

njϑ(rj)− T−1
∑

j

µ(nj)



 . (9.13)

Çäåñü ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå

α =
( m

2πh̄

)2 T

ρs
. (9.14)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (9.13) äëÿ Ãèááñîâñêîãî ôàêòîðà â (9.9), ìû ïîëó÷àåì

Z(σ) =
∫
Dϑ exp [(F −Hσ)/T ] , (9.15)

ãäå

exp(−Hσ) = exp
{
−

∫
d2r

α

2
(∇ϑ)2

}

×
∑ 1

N !

∏

j

∫
Λ2d2rj exp

{
inj [ϑ(rj) + σ(rj)]− µ(nj)

T

}
. (9.16)

Íàïîìíèì, ÷òî ñóììèðîâàíèå çäåñü âåäåòñÿ ïî `çàðÿäàì' âèõðåénj ïðè çàäàííîì ÷èñëå âèõðåé N , à òàêæå
ïî N îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè. Îòìåòèì, ÷òî èç âûðàæåíèÿ (9.16) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàëH èíâàðèàíòåí
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ϑ → ϑ + 2π, òàê êàê nj ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âîçáóæäàþòñÿ òîëüêî âèõðè ñnj = ±1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî µ À T , êîòîðîå ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî âåðîÿòíîñòü âîçáóæäåíèÿ âèõðåé ñ|nj | > 1 ãîðàçäî ìåíüøå,
÷åì ñ |nj | = 1 (ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ ÿäðà âèõðÿ ïðè |nj | = 1 ìåíüøå, ÷åì ïðè |nj | > 1). Ñîõðàíÿÿ â (9.16) òîëüêî
÷ëåíû ñ nj = ±1, ìû ïîëó÷àåì

exp(−H) = exp
{
−

∫
d2r

α

2
(∇ϑ)2

}

×
∞∑

N=0

1
N !

{∫
Λ2d2r 2 exp(−µ/T ) cos [ϑ(r)]

}N

,

ãäå µ = µ(1) è H ðàâåí Hσ ïðè σ = 0. Ñóììèðóÿ äàëåå ïî N , ìû ïîëó÷àåì

H =
∫

d2r
{α

2
(∇ϑ)2 − β cos(ϑ)

}
, (9.17)
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ãäå β = 2Λ2 exp(−µ/T ). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ, êîòîðîå, êàê è ñëåäóåò, ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè-
÷åñêèì ïî ϑ.
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (9.17), â êîòîðîå ñëåäóåò äîáàâèòü ÷ëåí ñ ïîëåìσ, â (9.15), ìû ïîëó÷àåì èñêîìîå

`ïîëåâîå' ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïðîèçâîäÿùåãî ôóíêöèîíàëà êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé çàâèõðåííîñòè:

Z(σ) =
∫
Dϑ exp

{
−

∫
d2r

[α

2
(∇ϑ)2 − β cos(ϑ + σ)

]}
. (9.18)

Ðàñêëàäûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü (9.18) äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïîσ, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïàðíîé
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè

( m

2πh̄

)2

〈ω(r1)ω(r2)〉 = β〈cosϑ〉δ(r1 − r2)− β2 〈sin[ϑ(r1)] sin[ϑ(r2)]〉 . (9.19)

Çäåñü óñðåäíåíèå ïðîèñõîäèò ñ âåñîìexp(F/T −H), ãäå H îïðåäåëÿåòñÿ (9.17). Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ìîæíî
ïîëó÷èòü è äëÿ âûñøèõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé çàâèõðåííîñòèω.
Ñõåìà, èçëîæåííàÿ âûøå, áûëà îñíîâàíà íà `êàíîíè÷åñêîì' ðàñïðåäåëåíèè âèõðåé, êîãäà îòíîñèòåëüíîå ÷èñ-

ëî âèõðåé ñ ïîëîæèòåëüíûì è îòðèöàòåëüíûì çàðÿäàìè (âèõðåé è àíòèâèõðåé) ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì.
Ïîó÷èòåëüíî ïîëó÷èòü òîò æå ñàìûé îòâåò äëÿ `ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî' ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
òîò ôàêò, ÷òî â çàìêíóòîé ñèñòåìå âîçìîæíî ðîæäåíèå òîëüêî ïàð âèõðü-àíòèâèõðü, òî åñòü ÷èñëî âèõðåé ðàâíî
÷èñëó àíòèâèõðåé. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì âìåñòî (9.16)

exp(−Hmc) = exp
{
−

∫
d2r

α

2
(∇ϑ)2

}

×
∞∑

N=0

1
(N !)2

{∫
Λ2d2r exp [iϑ(r)− µ/T ]

}N {∫
Λ2d2r exp [−iϑ(r)− µ/T ]

}N

,

ãäå îïÿòü ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî âèõðè ñnj = ±1. Ïðèâåäåííîå âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

exp(−Hmc) =

2π∫

0

ds

2π
exp

{
−

∫
d2r

α

2
(∇ϑ)2

} ∞∑

N1,N2=0

1
(N1!)(N2!)

exp(isN1 − isN2)

×
{∫

Λ2d2r (β/2) exp [iϑ(r)]
}N1

{∫
Λ2d2r (β/2) exp [−iϑ(r)]

}N2

,

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå
2π∫

0

ds

2π
exp(isN1 − isN2) = δN1,N2 .

Ïðîèçâîäÿ ñóììèðîâàíèå ïîN1 è N2, ìû ïîëó÷àåì

exp(−Hmc) =

2π∫

0

ds

2π
exp

{∫
d2r

[
−α

2
(∇ϑ)2 + β cos(s + ϑ)

]}
.

Ïîäñòàâëÿÿ Hmc âìåñòî H â (9.15), ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ïî s è ϑ, è ïðîèçâîäÿ ñäâèã ϑ → ϑ− s, ìû
óáåæäàåìñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü îò s èñ÷åçàåò, è èíòåãðàë ïî s äàåò åäèíèöó. Òàêèì îáðàçîì, ìû âîçâðàùàåìñÿ ê
òîìó æå âûðàæåíèþ (9.18) äëÿ ïðîèçâîäÿùåãî ôóíêöèîíàëà, ÷òî è â `êàíîíè÷åñêîì' ñëó÷àå.
Â ñèëó òîãî, ÷òî ïàðàìåòð β ñîäåðæèò ìàëûé ôàêòîð exp(−µ/T ), åñòåñòâåííî âû÷èñëÿòü êîððåëÿöèîííûå

ôóíêöèè òèïà (9.19) â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé ïî β. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî β ìû ìîæåì âîîáùå
ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíîì ñ β â âûðàæåíèè (9.17), è ìû ïîëó÷àåì êâàäðàòè÷íîå âûðàæåíèå

H0 =
∫

d2r
α

2
(∇ϑ)2 . (9.20)

Â ðåçóëüòàòå âñå ñðåäíèå ñâîäÿòñÿ ê Ãàóññîâûì èíòåãðàëàì è âû÷èñëÿþòñÿ ÿâíî. Íàïðèìåð, âõîäÿùåå â ïàðíóþ
êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ (9.19) ñðåäíåå â ýòîì ïðèáëèæåíèè ðàâíî

2 〈sin[ϑ(r1)] sin[ϑ(r2)]〉0 = exp
[
− 1

2πα
ln(Λr12)

]
− exp

[
1

2πα
ln(Λr12)− 1

πα
ln(ΛL)

]
, (9.21)
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ãäå r12 = |r1− r2| è L � ðàçìåð îáðàçöà. Äëÿ áîëüøîãî îáðàçöà, êîãäàL À r12, âòîðîå ñëàãàåìîå â (9.21) ïðåíå-
áðåæèìî ìàëî, è ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî〈sin ϑ1 sin ϑ2〉0 ∝ r

−1/(2πα)
12 . Òî÷íî òàêæå 〈cosϑ1 cos ϑ2〉0 ∝ r

−1/(2πα)
12 .

Ïîýòîìó â ðÿäó òåîðèè âîçìóùåíèé, êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ïîβ cosϑ, ïîÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëû ïî
ïðîñòðàíñòâó îò ñòåïåííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ðàñõîäÿòñÿ ëèáî íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõr, ëèáî íà áîëüøèõ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé íå ÿâëÿåòñÿ îñìûñëåííîé.
Âûõîäîì èç ýòîãî òóïèêà ÿâëÿåòñÿ ðåíîðì-ãðóïïà, êîòîðàÿ äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ èìååò ðÿä îñîáåííîñòåé.

Ïðîäåëàåì ýëåìåíòàðíûé øàã ÐÃ-ïðîöåäóðû. Ðàçäåëèì ïîëåϑ íà ìåäëåííóþ ϑ′ è áûñòðóþ ϑ̃ ÷àñòè:

ϑ = ϑ′ + ϑ̃ , ϑ′ =
∑

q<Λ′
ϑq exp(iqr) , ϑ̃ =

∑

Λ′<q<Λ

ϑq exp(iqr) . (9.22)

Çàòåì ìû äîëæíû ââåñòè `ìåäëåííûé' ôóíêöèîíàëH′:

exp [−H′(ϑ′)] =
∫
Dϑ̃ exp

[
−H(ϑ′ + ϑ̃)

]
. (9.23)

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü ∆Λ/Λ ¿ 1 (ãäå ∆Λ = Λ − Λ′), ÷òî ïîçâîëèò íàì ðàñêëàäûâàòüñÿ ïî ϑ̃. Ñîõðàíÿÿ ÷ëåíû
ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà, ìû ïîëó÷àåì

H(ϑ′ + ϑ̃) =
∫

d2r

{
α

2
(∇ϑ′)2 +

α

2
(∇ϑ̃)2 − β cos(ϑ′) + β sin(ϑ′)ϑ̃ +

β

2
cos(ϑ′)ϑ̃2

}
. (9.24)

×ëåí ïåðâîãî ïîðÿäêà íå èãðàåò ðîëè ïî òîé æå ïðè÷èíå, ÷òî è ðàíüøå: îí îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî äëÿ
Ôóðüå-êîìïîíåíò ìåäëåííîãî ïîëÿ ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè ïîðÿäêàΛ, è íå çàòðàãèâàåò, ñëåäîâàòåëüíî, Ôóðüå-
êîìïîíåíòû ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè ìíîãî ìåíüøåΛ. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû îïóñêàåì ýòîò ÷ëåí. Äàëåå,
ìû ìîæåì ðàçëîæèòü ýêñïîíåíòó â ïðàâîé ÷àñòè (9.23) ïîβϑ̃2. Ýòî ðàçëîæåíèå îïðàâäûâàåòñÿ ìàëîñòüþ ïà-
ðàìåòðà γ = β/Λ2. Íàïîìíèì, ÷òî íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ γ = 2 exp(−µ/T ), òî åñòü çàòðàâî÷íî γ äåéñòâèòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé. Ñîõðàíÿÿ ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíòû, ìû íàõîäèì

H′(ϑ′)−H(ϑ′) = H(1) +H(2) , (9.25)

H(1) =
β

2

∫
d2r cos(ϑ′)〈ϑ̃2〉0 , (9.26)

H(2) = −β2

8

∫
d2r1 d2r2 cos(ϑ′1) cos(ϑ′2)〈〈ϑ2

1ϑ
2
2〉〉 . (9.27)

Óãëîâûå ñêîáêè çäåñü îçíà÷àþò óñðåäíåíèå ñ Ãàóññîâîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

〈Y (ϑ̃)〉0 ≡
∫
Dϑ̃ exp

[
−

∫
d2r

α

2

(
∇ϑ̃

)2
]

Y (ϑ̃) , (9.28)

êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùåé ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

G(r) = 〈ϑ̃(r)ϑ̃(0)〉0 =

Λ∫

Λ′

d2q

(2π)2
exp(iqr)

1
αq2

=
1

2πα

Λ∫

Λ′

dq

q
J0(qr) ≈ 1

2πα

∆Λ
Λ

J0(Λr) . (9.29)

Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèå (9.29) ïðè r = 0, ìû íàõîäèì

H(1) =
β

4πα

∆Λ
Λ

∫
d2r cos(ϑ′) . (9.30)

Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå ýòîãî âêëàäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ïîÿâëåíèå ïîïðàâêè ê β: ∆β =
−[β(4πα)]∆Λ/Λ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïðèõîäèì ê ÐÃ-óðàâíåíèþ äëÿβ:

dβ

dξ
= − β

4πα
, (9.31)

êîòîðîå, êàê è ðàíüøå, îïðåäåëÿåò èçìåíåíèåβ ïðè ìíîãîøàãîâîé ïðîöåäóðå èñêëþ÷åíèÿ áûñòðûõ ïåðåìåííûõ.
Òîò æå ñìûñë, ÷òî è ðàíüøå, èìååò ξ = ln(Λ/Λ′), ãäå Λ′ � ìàêñèìàëüíûé âîëíîâîé âåêòîð îñòàâøèõñÿ (íå
èñêëþ÷åííûõ) ñòåïåíåé ñâîáîäû.
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Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê èññëåäîâàíèþ ÷ëåíà (9.27), êîòîðûé çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

H(2) = −β2

4

∫
d2r1 d2r2 G2(r12) cos ϑ′1 cosϑ′2 . (9.32)

Õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîìG(r) ÿâëÿåòñÿ Λ−1, â òî âðåìÿ êàê ïîëåϑ′ ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííûì, òî åñòü ìàëî ìåíÿåòñÿ
íà ìàñøòàáå Λ−1. Ïîýòîìó, ïåðåéäÿ ê ïåðåìåííûìR = r1/2 + r2/2, r = r1 − r2, ìîæíî ðàçëîæèòü ϑ′(R± r/2)
(à çàòåì è cos ϑ′1,2, sin ϑ′1,2) â ðÿä ïî r. Ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ (9.32) çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

H(2) = −β2

8

∫
d2r d2R G2(r)

{
cos(2ϑ′) +

1
4
r2(∇ϑ′)2 cos(2ϑ′)− 1

4
r2(∇ϑ′)2

}
, (9.33)

ãäå ϑ′ ≡ ϑ′(R). Êîýôôèöèåíòû â âûðàæåíèè (9.33) îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè

∫
d2r G2(r) =

1
2πα2

Λ∫

Λ′

dq

q3
≈ ∆Λ

2πα2Λ3
,

∫
d2r r2G2(r) =

2
πα2

Λ∫

Λ′

dq

q5
≈ 2(∆Λ)

πα2Λ5
.

Îòñþäà ìû íàõîäèì

H(2) = − β2∆Λ
16πα2Λ5

∫
d2R

{
Λ2 cos(2ϑ′) + cos(2ϑ′)(∇ϑ′)2 − (∇ϑ′)2

}
. (9.34)

Ñóùåñòâåíåí òîëüêî ïîñëåäíèé ÷ëåí â (9.34), êîòîðûé îçíà÷àåò íàëè÷èå ïîïðàâêè êα:

∆α =
β2∆Λ

8πα2Λ5
. (9.35)

Îñòàëüíûå äâà ÷ëåíà â (9.34) ìû îáñóäèì â êîíöå ïàðàãðàôà.
Êàê îáû÷íî, ïîïðàâêó (9.35) ìîæíî êîíâåðòèðîâàòü â ÐÃ-óðàâíåíèå, êîòîðîå èìååò âèädα/dξ = β2/(8πα2Λ′4).

Ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ ââåñòè òåêóùåå (äëÿ äàííîãî ìàñøòàáà) çíà÷åíèå ïàðàìåòðàγ: γ = β/(Λ′)2.
Òîãäà ÐÃ-óðàâíåíèÿ (9.31,9.35) ïåðåïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

dγ

dξ
=

(
2− 1

4πα

)
γ ,

dα

dξ
=

γ2

8πα2
, (9.36)

ãäå, êàê è âûøå, ξ = ln(Λ/Λ′). Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ γ ¿ 1. Ó
ñèñòåìû óðàâíåíèé (9.36) èìååòñÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà α = αc, γ = 0, ãäå αc = 1/(8π). Ïðîàíàëèçèðóåì
ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ (9.36) âáëèçè ýòîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îêðåñòíîñòè ôàçîâîãî ïåðåõîäà.
Ðàñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ (9.36) ïîα− αc, ìû íàõîäèì

dγ

dξ
= 16π(α− αc)γ , (9.37)

dα

dξ
= 8πγ2 . (9.38)

Ó ñèñòåìû óðàâíåíèé (9.37,9.38) èìååòñÿ ïåðâûé èíòåãðàë

C = γ2/2− (α− αc)2 . (9.39)

Âûðàæàÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (9.39)γ è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â óðàâíåíèå (9.38), ìû íàõîäèì çàìêíóòîå óðàâíåíèå
äëÿ ðàçíîñòè α− αc

d(α− αc)
dξ

= 16π
[
C + (α− αc)2

]
. (9.40)

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó óðàâíåíèÿ (9.38) ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (9.40) âñåãäà ïîëîæèòåëüíà.
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cα

γ

α

Ðèñ. 27: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ÐÃ-óðàâíåíèé.

Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (9.37,9.40) çàâèñèò îò çíàêîâ ïåðâîãî èíòåãðàëàC è ðàçíîñòè αsh−αc,
ãäå αsh � êîðîòêîâîëíîâîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðàα. Åñëè αsh < αc è C < 0, òîãäà ïðè ξ →∞ ïàðàìåòð α ñòðåìèòñÿ
ê êîíå÷íîé âåëè÷èíå α∞ = αc−

√
|C|, à γ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Åñëè αsh < αc è C = 0, òîãäà ïðè ξ →∞ ïàðàìåòð

α ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþαc, à γ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Åñëè æå C > 0 èëè åñëè αshort > αc

òîãäà α è γ íåîãðàíè÷åííî ðàñòóò ïðè ξ → ∞. Ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (9.37,9.40) ïðèâåäåí
íà ðèñóíêå 27, ãäå ïðÿìûå, ðàçäåëÿþùèå ðàçëè÷íûå ñåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèþC = 0. Íà÷àëüíàÿ òî÷êà
íà ïðèâåäåííûõ íà ðèñóíêå 27 ôàçîâûõ òðàåêòîðèÿõ îïðåäåëÿåòñÿ, êàê (αsh, γsh), ãäå γsh � êîðîòêîâîëíîâîå
(çàòðàâî÷íîå) çíà÷åíèå ïàðàìåòðà γ.
Âîçâðàùàÿñü òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ (9.39), ìû íàõîäèì, ÷òî ïðèαsh < αc − γsh/

√
2 íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ α

ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ, à ïðè αsh > αc − γsh/
√

2 ïàðàìåòð α íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ïðè óâåëè÷å-
íèè ìàñøòàáà. Âñïîìèíàÿ òåïåðü ñîîòíîøåíèå (9.14), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðèαsh < αc − γsh/

√
2 ñâåðõòåêó÷àÿ

ïëîòíîñòü ρs îñòàåòñÿ êîíñòàíòîé íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñâåðõòåêó÷åé ôàçå. Ïðè óñëîâèè
æå αsh > αc − γsh/

√
2 ñâåðõòåêó÷àÿ ïëîòíîñòü ρs îáðàùàåòñÿ â íîëü íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

íîðìàëüíîé ôàçå. Òàêèì îáðàçîì, ïðèαsh = αc−γsh/
√

2 ïðîèñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä ïëåíêè èç ñâåðõòåêó÷åãî
ñîñòîÿíèÿ â íîðìàëüíîå. Íà ðèñóíêå 27 òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ïåðåõîäó, ëåæàò íà ëåâîì ëó÷å è ñîîòâåò-
ñòâóþò C = 0. Íèæå òî÷êè ïåðåõîäà êðóïíîìàñøòàáíîå çíà÷åíèåρs óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì òåìïåðàòóðû,
ñòðåìÿñü ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå ïåðåõîäà ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
α = αc, è ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì (9.5), êîòîðîå ìû óæå îáñóæäàëè âûøå, êàê ãðàíè÷íîå.
Ñòðîãî ãîâîðÿ, óòâåðæäåíèå î ôàçîâîì ïåðåõîäå ïëåíêè èç ñâåðõòåêó÷åãî ñîñòîÿíèÿ â íîðìàëüíîå, îñíîâàííîå

íà îáðàùåíèè α â áåñêîíå÷íîñòü ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå ìàñøòàáà, íå ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàííûì, òàê êàê ïðè
ðîñòå α è γ ìû âûõîäèì çà ïðåäåëû ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèé (9.37,9.38), à çàòåì è çà ïðåäåëû ïðèìåíèìîñòè
òåîðèè âîçìóùåíèé, â ðàìêàõ êîòîðîé ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ (9.36). Òåì íå ìåíåå, ôèçè÷åñêè ýòî óòâåðæäåíèå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáîñíîâàííûì. Ñîîáðàæåíèÿ â åãî ïîëüçó áûëè ïðèâåäåíû â íà÷àëå ïàðàãðàôà.
Âîçâðàòèìñÿ òåïåðü ê ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè çàâèõðåííîñòè. Ïðîèçâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå

sin ϑ1 sin ϑ1 = [cos(ϑ1 − ϑ2) − cos(ϑ1 + ϑ2)]/2 Ñðåäíèå 〈cos ϑ〉 è 〈cos(ϑ1 + ϑ2)〉 ÷óâñòâèòåëüíû ê ôëóêòóàöèÿì
ϑ íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ è ïîòîìó ÿâëÿþòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè (ñðàâíè ñäåëàííûé âûøå àíàëèç â òåðìè-
íàõ çàòðàâî÷íûõ âåëè÷èí). Ïîýòîìó èç (9.19) ñëåäóåò

( m

2πh̄

)2

〈ω(r1)ω(r2)〉 ≈ −β2

2
〈cos[ϑ(r1)− ϑ(r2)]〉 . (9.41)

Êàê è ñëåäóåò, âûðàæåíèå (9.41) ìîæíî âû÷èñëÿòü, èñïîëüçóÿH′ ñ ïðîèçâîëüíîé òåêóùåé îáðåçêîé Λ′ > r−1
12 .

Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, ïðîèçâåäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòè ñòåïåíåé ñâîáîäû â ïîëåϑ: òîãäà
ìíîæèòåëü, ïðèîáðåòàåìûé cos[ϑ(r1)− ϑ(r2)], â òî÷íîñòè âîñïðîèçâîäèò ðåíîðìèðîâêóβ, îïèñûâàåìóþ (9.31).
Ïîýòîìó ìû ìîæåì âûáðàòü îáðåçêóΛ′ ∼ r−1

12 . Òîãäà 〈cos[ϑ(r1)− ϑ(r2)]〉 ∼ 1 (òàê êàê ýòî ñðåäíåå îïðåäåëÿåòñÿ
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè∼ r−1

12 ). Â ðåçóëüòàòå ìû íàõîäèì
( m

2πh̄

)2

〈ω(r1)ω(r2)〉 ∼ γ2

r4
12

, (9.42)

ãäå γ áåðåòñÿ íà ìàñøòàáå r12.
Êàê ìû óæå ïîÿñíèëè, C < 0 äëÿ òåìïåðàòóðû íèæå òî÷êè ïåðåõîäà, à C > 0 ñîîòâåòñòâóåò òåìïåðàòóðå

âûøå òî÷êè ïåðåõîäà. Ïîýòîìó âáëèçè òåìïåðàòóðû ïåðåõîäàC ∝ T −Tc. Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (9.40), ïðè
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C > 0 ðåøåíèå äëÿ α èìååò ñëåäóþùèé âèä

α− αc =
√

C tan[16π
√

C(ξ − ξ0)] , γ =
√

2C cos−1[16π
√

C(ξ − ξ0)] . (9.43)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α è γ ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà àðãóìåíò òàíãåíñà â (9.43) ïðèáëèæàåòñÿ êπ/2.
Ðàçóìååòñÿ, ðåøåíèå (9.43) ðàáîòàåò òîëüêî äî íåêîòîðîãî ïðåäåëà, ïîñêîëüêó ïðè åãî âûâîäå âåëè÷èíàγ
ïðåäïîëàãàëàñü ìàëîé. Ïðè ìàëûõ C (òî åñòü âáëèçè òî÷êè ïåðåõîäà) γ ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà åäèíèöû ïðè
ξ = ξc, ãäå ξc − ξ0 ∝ (T − Tc)−1/2. Ñ âåëè÷èíîé ξc ñâÿçàí íåêîòîðûé ìàñøòàá rc, òàê ÷òî ξc = ln(Λrc), ýòîò
ìàñøòàá rc åñòåñòâåííî íàçûâàòü êîððåëÿöèîííûì ðàäèóñîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ìàëûõγ (òî åñòü ïðè r ¿ rc

êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè òèïà (9.42) ñîõðàíÿþò ñòåïåííîé õàðàêòåð, à íà ðàññòîÿíèÿõr > rc ñëåäóåò îæèäàòü
áûñòðîãî ñïàäàíèÿ êîððåëÿöèé çà ñ÷åò èõ ðàçðóøåíèÿ ðàñïàðåííûìè âèõðÿìè. Ìû ìîæåì çàïèñàòü ïîâåäåíèå
êðèòè÷åñêîãî ðàäèóñà â âèäå

rc ∝ exp

(√
T∗

T − Tc

)
,

ãäå T∗ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Âñïîìèíàÿ òåïåðü ôèçè÷åñêóþ êàðòèíó, ñîãëàñíî êîòîðîé ôëóêòóàöèè îáëàñòåé
ðàçìåðà rc íåçàâèñèìû è èìåþò õàðàêòåðíóþ ýíåðãèþ ïîðÿäêà òåìïåðàòóðû, ìû íàõîäèì äëÿ ñèíãóëÿðíîãî
âêëàäà â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ

Fsing ∼ T
L2

r2
c

∝ exp

(
−2

√
T∗

T − Tc

)
,

ãäå L � ðàçìåð ñèñòåìû. Òàêîãî ñîðòà ñèíãóëÿðíîñòü íåïðîñòî çàôèêñèðîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî.
Êàê ìû óæå óáåäèëèñü, ïðè ðåíîðìèðîâêå â ýôôåêòèâíîì ôóíêöèîíàëå ËàíäàóH âîçíèêàþò äîïîëíèòåëü-

íûå ÷ëåíû ðàçíîîáðàçíîé ñòðóêòóðû. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü âûðàæåíèå (9.34). Íåñêîëüêî îáîáùàÿ ïîëó÷àþ-
ùóþñÿ ïðè ýòîì êîíñòðóêöèþ, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå ïîïðàâî÷íûå ÷ëåíû

Hsub = −
∫

d2r

∞∑
n=2

βn cos(nφ) , (9.44)

èëè

Hsub = −
∫

d2r

∞∑
n=1

λn cos(nφ)(∇φ)2 . (9.45)

Âåëè÷èíà ýòèõ ÷ëåíîâ, êîòîðûå ãåíåðèðóþòñÿ â ïðîöåññå èñêëþ÷åíèÿ áûñòðûõ ïåðåìåííûõ, ìàëà â ìåðó ìà-
ëîñòè γ. Âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, íå ìîãóò ëè ýòè ÷ëåíû çàòåì âûðàñòè (ïðè ðîñòå ìàñøòàáà) è ðàçðóøèòü
âñþ êîíñòðóêöèþ. Äëÿ àíàëèçà òàêîé âîçìîæíîñòè íàäî ñôîðìóëèðîâàòü ÐÃ-óðàâíåíèÿ äëÿβn è λn. Ìîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

dγn

dξ
= −Anγn + Sn ,

dλn

dξ
= −Ãnγn + S̃n , (9.46)

ãäå γn = βn/(Λ′)2. Â óðàâíåíèè (9.46)An è Ãn � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ïîðÿäêà åäèíèöû, àSn è S̃n � èñòî÷íèêè,
ïîðîæäàåìûå ãëàâíûì ÷ëåíîì (9.17). Èñòî÷íèêè ìîãóò áûòü îöåíåíû êàêSn ∼ γn, S̃n ∼ γn. Ïîëîæèòåëüíîñòü
An è Ãn îçíà÷àåò, ÷òî γn ∼ Sn, λn ∼ S̃n, òî åñòü ðàññìîòðåííûå ïîïðàâêè âñåãäà îñòàþòñÿ íåñóùåñòâåííûìè.
Èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàêîâ áóäåò õàðàêòåð ïåðåõîäà â òîì ñëó÷àå, åñëè çàòðàâî÷íîå

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà γ, γsh, íå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîòíîñòü âèõðåé íå ÿâëÿåòñÿ íèç-
êîé, òî åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó âèõðÿìè îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà ðàçìåðà êîðà âèõðÿ. Îäíàêî áîëüøàÿ ïëîòíîñòü
âèõðåé íå èìååò ïðÿìîãî îòíîøåíèÿ ê õàðàêòåðó ïåðåõîäà. Îí îïðåäåëÿåòñÿ áàëàíñîì ýíåðãèè è ýíòðîïèè åäè-
íè÷íîãî âèõðÿ. Ýíåðãèÿ æå åãî îñòàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé è â ïðèñóòñòâèè áîëüøîé ïëîòíîñòè âèõðåé, åñëè
òàêàÿ ñðåäà ñîñòîèò èç ñâÿçàííûõ âèõðåâûõ ïàð, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ `äèýëåêòèðè÷åñêîé', ÷òî ìîæíî ó÷åñòü ïðè
ïîìîùè `äèýëåêòèðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè'. Òàêæå åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òîγ ïàäàåò ñ ðîñòîì ðàññòîÿíèÿ, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ìàëîé ïëîòíîñòè ñâÿçàííûõ ïàð áîëüøîãî ðàçìåðà. Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåð ôàçîâîãî ïåðåõîäà
áóäåò òàêèì æå, êàê è äëÿ ìàëîãî çàòðàâî÷íîãî çíà÷åíèÿγsh.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à 9.1
Íàðÿäó ñ ãëàâíûì âêëàäîì (9.17) â ýôôåêòèâíîì ðàçëîæåíèè Ëàíäàó èìåþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå ïîïðàâî÷-

íûå ÷ëåíû

Hsub = −
∫

d2r

∞∑
n=2

βn cos(nφ) . (9.47)

Íàéòè ÐÃ-óðàâíåíèÿ äëÿ βn (áåç èñòî÷íèêà).
Çàäà÷à 9.2
Íàðÿäó ñ ãëàâíûì âêëàäîì (9.17) â ýôôåêòèâíîì ðàçëîæåíèè Ëàíäàó èìåþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå ïîïðàâî÷-

íûå ÷ëåíû

Hsub = −
∫

d2r

∞∑
n=1

λn cos(nφ)(∇φ)2 . (9.48)

Íàéòè ÐÃ-óðàâíåíèÿ äëÿ λn (áåç èñòî÷íèêà).
Çàäà÷à 9.3
Ýíåðãèÿ íåìàòè÷åñêîé ïëåíêè ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå

F =
∫

d2r

{
K

2
∇αnγ∇αnγ +

K1

2
(2nαnβ − δαβ)∇αnγ∇βnγ

}
,

ãäå n � äèðåêòîð (äâóìåðíûé åäèíè÷íûé âåêòîð). Íàéòè ðåíîðì-ãðóïïîâîå óðàâíåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòàK1

ñ÷èòàÿ K1 ¿ K.
Çàäà÷à 9.4
Ýíåðãèÿ íåìàòè÷åñêîé ïëåíêè ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå

F =
∫

d2r
K

2
∇αnγ∇αnγ ,

ãäå n � äèðåêòîð (äâóìåðíûé åäèíè÷íûé âåêòîð). Âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå (ëåæàùèì â ïëîñêîñòè ïëåíêè)
âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âêëàä â ýíåðãèþ ïëåíêè

FH =
∫

d2r
α

2
(2nαnβ − δαβ)HαHβ .

Íàéòè ðåíîðì-ãðóïïîâîå óðàâíåíèå äëÿ âîñïðèèì÷èâîñòèα.
Çàäà÷à 9.5
Ýíåðãèÿ íåìàòè÷åñêîé ïëåíêè ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå

F =
∫

d2r
K

2
∇αnγ∇αnγ ,

ãäå n � äèðåêòîð (äâóìåðíûé åäèíè÷íûé âåêòîð). Íàéòè ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

〈nα(r1)nα(r2)〉 .

10. ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì îñîáåííîñòè äèíàìèêè êîíäåíñèðîâàííîé ñðåäû âáëèçè òî÷êè ôàçî-
âîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà, êîòîðóþ îáû÷íî èìåíóþò êðèòè÷åñêîé äèíàìèêîé. Êðèòè÷åñêàÿ äèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ
íå ñòîëü óíèâåðñàëüíîé, êàê ñòàòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñðåäû. Íàïîìíèì, ÷òî õàðàêòåð îñîáåííîñòåé â ñòàòè÷åñêèõ
âåëè÷èíàõ çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñëà êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Â òî æå âðåìÿ, ïðè äàííîì ÷èñëå êîìïî-
íåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà êðèòè÷åñêàÿ äèíàìèêà ìîæåò áûòü ñàìîé ðàçíîé. Çäåñü ìû áóäåì èçó÷àòü ïðîñòåéøèé
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ñëó÷àé: òàê íàçûâàåìóþ ÷èñòî ðåëàêñàöèîííóþ äèíàìèêó ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç
ñàìûõ âàæíûõ, òàê êàê îí ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî.
Äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ÷èñòî ðåëàêñàöèîííîé äèíàìèêè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà èìååò âèä

∂tϕ = f , f = Γ−1

(
−δF

δϕ
+ ζ

)
, (10.1)

ãäå Γ � êèíåòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò, F � ôóíêöèîíàë Ëàíäàó è ζ � Ëàíæåâåíîâñêèå ñèëû (áåëûé øóì), êîòî-
ðûå ïðåäñòàâëÿþò âîçäåéñòâèå êîðîòêîâîëíîâûõ (ìèêðîñêîïè÷åñêèõ) ñòåïåíåé ñâîáîäû íà äèíàìèêó ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà (êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé ïåðåìåííîé). Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèèζ èìåþò õàðàêòåðíûå
àòîìíûå ðàçìåðû è âðåìåíà. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîöåññû, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò íà ìàêðîñêîïè÷åñêèõ
ìàñøòàáàõ è âðåìåíàõ, êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ζ ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ δ-êîððåëèðîâàííûìè âî âðåìåíè è ïðî-
ñòðàíñòâå. Ýòî òàêæå îçíà÷àåò, ÷òî ñòàòèñòèêà ζ ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ Ãàóññîâîé. Äåëî â òîì, ÷òî â íàáëþäàåìûå
âåëè÷èíû âõîäÿò èíòåãðàëû (ïî âðåìåíè è ïî ïðîñòðàíñòâó) îò ζ, êîòîðûå ìîãóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ, êàê
ñóììû áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû òàêàÿ ñóììà îáëàäàåò
Ãàóññîâîé ñòàòèñòèêîé. Òàêàÿ ñòàòèñòèêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû. Â íàøåì ñëó÷àå ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà

〈ζ(t1, r1)ζ(t2, r2)〉 = 2TΓ−1 δ(t1 − t2) δ(r1 − r2) , (10.2)

ãäå T � òåìïåðàòóðà. Âûðàæåíèå (10.2) äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè Ëàíæåâåíîâñêèõ ñèë ãàðàíòèðóåò, ÷òî
ñòàöèîíàðíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ðàâíàexp[(F −F)/T ] (ñìîòðè ïðèëîæåíèå A).
Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèîíàë ËàíäàóF äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ϕ ðàâåí

F =
∫

ddr

{
a

2
ϕ2 +

b

2
(∇ϕ)2 +

λ

24
ϕ4

}
, (10.3)

ãäå ìû ñîõðàíèëè òîëüêî ÷åòíûå ÷ëåíû, ñ÷èòàÿ, ÷òî â F íå÷åòíûå ÷ëåíû îòñóòñòâóþò çà ñ÷åò êàêîé-ëèáî
ñèììåòðèè. Ïîäñòàâëÿÿ (10.3) â óðàâíåíèå (10.1), ìû íàõîäèì

Γ∂tϕ = −aϕ + b∇2ϕ− λ

6
ϕ3 + Γζ . (10.4)

Îòìåòèì, ÷òî ÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà ïîϕ â ôóíêöèîíàëå Ëàíäàó ïðîèçâîäèò ëèíåéíûé ÷ëåí â óðàâíåíèè (10.4),
à ÷ëåí ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî ϕ â ôóíêöèîíàëå Ëàíäàó ïðîèçâîäèò íåëèíåéíûé ÷ëåí (òðåòüåãî ïîðÿäêà) â
óðàâíåíèè (10.4).
Ðàíåå ìû èçó÷àëè îäíîâðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, êîòîðûå ìîãóò áûòü íàéäå-

íû èç ñòàöèîíàðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòèexp[(F −F)/T . Òåïåðü ìû èíòåðåñóåìñÿ âðåìåííûìè
êîððåëÿöèÿìè ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ðàçíîâðåìåííûìè êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìèϕ.
Äëÿ èõ àíàëèòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ íåäîñòàòî÷íî çíàòü ñòàöèîíàðíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, à íàäî ñòàðòî-
âàòü ñ óðàâíåíèÿ (10.1). Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïóòåé âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (10.1), â ðåçóëüòàòå êîòîðîãîϕ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç øóì ζ. Çàòåì, ÷òîáû âû÷èñëèòü, ñêàæåì, ïàðíóþ
êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ 〈ϕ(t1, r1)ϕ(t2, r2)〉 íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü ñþäà âûðàæåíèå ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ÷å-
ðåç ζ è óñðåäíèòü ðåçóëüòàò ïî ñòàòèñòèêå ζ. Ê ñîæàëåíèþ, íåâîçìîæíî ÿâíî âûðàçèòüϕ ÷åðåç ζ, ñêàæåì, èç
óðàâíåíèÿ (10.4). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî â âèäå ðÿäà ïî íåëèíåéíîìó ÷ëåíó â óðàâíåíèè (10.4), òî åñòü â
âèäå ðÿäà ïî λ. Ñîîòâåòñòâåííî, íàìå÷åííûé âûøå ïðÿìîé ïóòü ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü òåîðèþ âîçìóùå-
íèé ïî λ äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ϕ. Âïåðâûå òàêîãî ðîäà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé ïî
íåëèíåéíîìó ÷ëåíó â äèíàìè÷åñêîì óðàâíåíèè áûëà ðàçâèòà (â ðàìêàõ òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè) Óàéëäîì [1961].
Äàëåå ìû èäåì èíûì ïóòåì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ðàçíîâðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèèϕ â

âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà [Martin, Siggia, Rose, 1973; Dominicis, 1976; Janssen, 1976] ïîäîáíî òîìó, êàê
ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ îäíîâðåìåííûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî èí-
òåãðàëà ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü íåêîòîðûå âàæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ (ñìîòðè, íàïðèìåð, ïàðàãðàô
9), ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ôîðìóëèðîâàòü ðåíîðì-ãðóïïîâîå ïðåîáðàçîâàíèå, à òàêæå, â ïðèíöèïå, âû÷èñëÿòü è
íåïåðòóðáàòèâíûå ýôôåêòû, êîòîðûå íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé. Òåõíèêà æå Óàéëäà
(òåîðèÿ âîçìóùåíèé) ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäñòàâëåíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòå-
ãðàëà ïîäîáíî òîìó, êàê ñòðîèëàñü òåîðèÿ âîçìóùåíèé â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå.
Âûâåäåì ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà äëÿ ðàçíîâðåìåííûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé

ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ïðè âû÷èñëåíèè êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèéϕ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10.1) äëÿ ϕ â òåðìèíàõ øóìà ζ. Âìåñòî ýòîãî ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî ïðîèçâîëüíûì
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ôóíêöèÿì ϕ, ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (10.1), êàê ôóíêöèîíàëüíóþ δ-ôóíêöèþ. Íàïðèìåð, ïðîèçâåäåíèå ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (10.1) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

N−1

∫
Dϕ δ (∂tϕ− f)ϕ(t1, r1) . . . ϕ(tn, rn) . (10.5)

Èíòåãðèðîâàíèå çäåñü ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì t and r. Ãëàâíîå ñâîéñòâî ôóíêöèîíàëüíîé δ-ôóíêöèè
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

∫
Dϕ δ(ϕ− ψ)Φ(ϕ) = Φ(ψ) ,

ãäå Φ(ϕ) � ïðîèçâîëüíûé ôóíêöèîíàë. Ôàêòîð æåN â (10.5) ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòîé:

N =
∫
Dϕ δ (∂tϕ− f) . (10.6)

Âû÷èñëèì êîíñòàíòó N äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â äèñêðåòíîì
íàáîðå òî÷åê (ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó), à ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ìíîãîêðàòíûì èíòåãðàëîì
ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ. Òîãäà âìåñòî óðàâíåíèÿ (10.1) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ðàçíîñòíîå
óðàâíåíèå

ϕn+1(rj)− ϕn(rj)
ε

− fn(rj) = 0 , (10.7)

ãäå rj � òî÷êè ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêè, à èíäåêñn íóìåðóåò âðåìåííûå òî÷êè, è ε � øàã ïî âðåìåíè. Ïîä-
÷åðêíåì, ÷òî ìû ïðèíÿëè â (10.7) çàïàçäûâàþùóþ ðåãóëÿðèçàöèþ: `ñèëà'f , îïðåäåëÿþùàÿ ðàçíîñòüϕn+1−ϕn,
áåðåòñÿ â ìåíüøèé ìîìåíò âðåìåíè tn. Èìåííî òàêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.
Ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ ìíîãîêðàòíûì èíòåãðàëîì ïî çíà÷åíèÿì ïîëÿϕ íà ðåøåòêå èç N1 × N2

òî÷åê, ãäå N1 � ÷èñëî òî÷åê ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêè è N2 � ÷èñëî øàãîâ ïî âðåìåíè. À ôóíêöèîíàëüíàÿ
δ-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ òåïåðü ïðîèçâåäåíèåì îáû÷íûõδ-ôóíêöèé, âçÿòûõ âî âñåõN1×N2 òî÷êàõ, ñ àðãóìåíòàìè,
îïðåäåëÿåìûìè óðàâíåíèåì (10.7). Òîãäà

N =
∏

n,j

∫
dϕn(rj)δ

[
ϕn+1(rj)− ϕn(rj)

ε
− fn(rj)

]
= εN1N2 , (10.8)

òàê êàê èíòåãðàë â (10.8) ìîæåò âû÷èñëÿòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, øàã çà øàãîì, âñëåäñòâèå çàïàçäûâàþùåé ðå-
ãóëÿðèçàöèè.
Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèîíàëüíóþ δ-ôóíêöèþ â (10.5) â ýêñïîíåíòó. Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëüçóåì õîðîøî èçâåñòíîå

ñîîòíîøåíèå äëÿ îáû÷íîé δ-ôóíêöèè:

δ(x) =

+∞∫

−∞

dp

2π
exp(ipx) .

Ïåðåïèñûâàÿ δ-ôóíêöèè, êàê òàêèå èíòåãðàëû, âî âñåõ òî÷êàõ íàøåé N1 × N2 ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé
ðåøåòêè, ìû íàõîäèì

N−1δ (∂tϕ− f) =
∏

n,j

∫
∆d

2π
dpn(rj) exp

{
i∆dpn(rj) [ϕn+1(rj)− ϕn(rj)− εfn(rj)]

}
,

ãäå ∆ � øàã ïðîñòðàíñòâåííîé ðåøåòêè èd � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêëî íîâîå ïîëåp,
êîòîðîå â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå ïëàâíî çàâèñèò îò âðåìåíè è êîîðäèíàò, à ïðîèçâåäåíèå

∏∫
dpnj ìîæåò áûòü

çàïèñàíî, êàê ôóíêöèîíàëüíûé èíòåãðàë
∫ Dp. Â ðåçóëüòàòå ìû íàõîäèì

N−1δ (∂tϕ− f) = N−1

∫
Dp exp

{
i

∫
dt ddr [p∂tϕ− pf ]

}
, (10.9)

ãäå íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà ðàâíàN = (∆d/2π)N1N2 . Ìû âèäèì, ÷òî íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòàN íåçàâèñèìà
îò âñåõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ äèíàìèêóϕ (âêëþ÷àÿ ïîëÿ h è ζ).
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Âîçâðàùàÿñü òåïåðü ê âûðàæåíèþ (10.5), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèèϕ ìîãóò áûòü çàïè-
ñàíû â ñëåäóþùåì âèäå

〈ϕ(t1, r1) . . . ϕ(tn, rn)〉 = N−1

∫
DϕDp

〈
exp

{
i

∫
dt dr [p∂tϕ− pf ]

}〉
ϕ(t1, r1) . . . ϕ(tn, rn) ,

ãäå óñðåäíåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïî ñòàòèñòèêåζ. Ýòî óñðåäíåíèå ìîæåò áûòü
ïðîèçâåäåíî ÿâíî, òàê êàê ñòàòèñòèêà ζ ÿâëÿåòñÿ Ãàóññîâîé. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì èç (10.1)

〈ϕ(t1, r1) . . . ϕ(tn, rn〉 = N−1

∫
DϕDp exp

{
i

∫
dt ddr

[
p∂tϕ +

1
Γ

p
δF
δϕ

+ i
T

Γ
p2

]}
ϕ(t1, r1) . . . ϕ(tn, rn) .(10.10)

Óäîáíî ïåðåéòè ê íîâîìó ïîëþ p → Γp. Âêëþ÷àÿ ôàêòîð ΓN1N2 â ïåðåîïðåäåëåíèå íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû
N , ìû ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî

〈ϕ(t1, r1) . . . ϕ(tn, rn〉 = N−1

∫
DϕDp exp (iI) ϕ(t1, r1) . . . ϕ(tn, rn) , (10.11)

I =
∫

dt ddr

[
Γp∂tϕ + p

δF
δϕ

+ iTΓp2

]
. (10.12)

Ïî àíàëîãèè ñ êâàíòîâîé òåîðèåé ïîëÿ ìû áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíóI ýôôåêòèâíûì äåéñòâèåì èëè ïðîñòî
äåéñòâèåì. Äëÿ íàøåé êîíêðåòíîé ïðîáëåìû

I =
∫

dt ddr

[
Γp∂tϕ + apϕ + b∇p∇ϕ +

λ

6
pϕ3 − ph + iTΓp2

]
. (10.13)

Ïîëåçíî âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå íå òîëüêî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïàðàìåòðà ïîðÿäêàϕ, íî òàêæå è
êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè, âêëþ÷àþùèå âñïîìîãàòåëüíîå ïîëåp. Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïàðíóþ êîððå-
ëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

G(t1, t2, r1, r2) = 〈ϕ(t1, r1)p(t2, r2)〉 = N−1

∫
DϕDp exp (iI)ϕ(t1, r1)p(t2, r2) , (10.14)

êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü Ãðèíîâñêîé ôóíêöèåé. Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò îòêëèê ñèñòåìû íà âíåøíåå `ìàã-
íèòíîå ïîëå' h. À èìåííî, ïðè âàðèàöèè ïîëÿ δh èçìåíÿåòñÿ òàêæå è ñðåäíåå 〈ϕ〉, ïðè÷åì ýòè âàðèàöèè ñâÿçàíû
ñëåäóþùèì îáðàçîì

δ〈ϕ(t1, r1)〉 = −i

∫
dt2 ddr2 G(t1, t2, r1, r2) δh(t2, r2) , (10.15)

êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (10.13,10.14). Ïðè÷èííîñòü äèêòóåò óñëîâèåG = 0 ïðè t1 < t2. Êîíå÷íî, ïðè h = 0
(èëè ïðè îäíîðîäíîì âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåh) Ãðèíîâñêàÿ ôóíêöèÿG çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòåé t1−t2 è
r1−r2. Çàìåòèì, ÷òî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëÿ〈p(t1, r1) . . . p(t2, r2)〉 ðàâíû íóëþ. ×òîáû
äîêàçàòü ýòî ñâîéñòâî, óäîáíî âåðíóòüñÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé äî ÿâíîãî óñðåäíåíèÿ ïî
øóìó ζ:

〈p(t1, r1) . . . p(tn, rn)〉 = N−1

∫
DϕDp

〈
exp

{
i

∫
dt ddr [Γp∂tϕ− pf ]

}〉
p(t1, r1) . . . p(tn, rn) . (10.16)

Èíòåãðèðîâàíèå ýêñïîíåíòû ïî ϕ äàåò ôóíêöèîíàëüíóþ δ-ôóíêöèþ δ(p), è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë â ïðà-
âîé ÷àñòè (10.16) ðàâåí íóëþ. Â ÷àñòíîñòè, ðàâíû íóëþ ñðåäíåå 〈p〉 è ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
〈p(t1, r1)p(t2, r2)〉.
Ïîÿñíèì, êàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ δ-ôóíêöèÿ δ(p) ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ϕ â ïðàâîé

÷àñòè (10.16). Äëÿ ýòîãî íàäî ñíîâà èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïî âðåìåíè
∫

dt ddr (Γp∂tϕ− pf) →
∑

n

∫
ddr [Γpn(ϕn+1 − ϕn)− εpnfn] . (10.17)

Èíòåãðèðîâàíèå æå ïîϕ ñëåäóåò ïðîèçâîäèòü â `àíòèõðîíîëîãè÷åñêîì' ïîðÿäêå: ñíà÷àëà ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèè
â ïîñëåäíèé ìîìåíò âðåìåíè ϕlast, à çàòåì â ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ íîìåðà n. Ïðè ýòîì çà ñ÷åò ÷ëåíà pnϕn+1

â (10.17) êàæäûé ðàç áóäåò âîçíèêàòü δ-ôóíêöèÿ îò pn. Ïîäñòàâëÿÿ çàòåì pn = 0, ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî èç
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ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ èñ÷åçàåò çàâèñèìîñòü îòϕn âåçäå, êðîìå ÷ëåíà pn−1(ϕn−ϕn−1), êîòîðûé îáåñïå-
÷èâàåò íà ñëåäóþùåì øàãå ïîÿâëåíèå î÷åðåäíîéδ-ôóíêöèè (îò pn−1). Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííîå ñâîéñòâî òåñíî
ñâÿçàíî ñ âûáðàííîé íàìè çàïàçäûâàþùåé ðåãóëÿðèçàöèåé (îíî ÿâèëîñü îäíîé èç ìîòèâèðîâîê ýòîãî âûáîðà).
Äîêàæåì òåïåðü ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîííóþ òåîðåìó (ÔÄÒ), ñ÷èòàÿh = 0. Äëÿ ýòîé öåëè íåîáõîäèìî

ñäâèíóòü âñïîìîãàòåëüíîå ïîëå p:

p̄ = p− i

2T
∂tϕ . (10.18)

Âûðàæàÿ ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå (10.12) ÷åðåç íîâîå ïîëå p̄, ìû íàõîäèì

I =
∫

dt ddr

[
iΓ

4T
(∂tϕ)2 + p̄

δF
δϕ

+ iTΓ p̄2

]
, (10.19)

ãäå ìû îïóñòèëè ãðàíè÷íûé ÷ëåí, ïðîèñõîäÿùèé èç
∫

dt ddr δF/δϕ ∂tϕ. Êàê ñëåäóåò èç (10.19), ýôôåêòèâíîãî
äåéñòâèå, âûðàæåííîå ÷åðåçϕ, p̄, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ çíàêà âðåìåíèt → −t. Îòñþäà ñëåäóåò,
â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ〈p̄(t, r)p̄(0,0)〉 èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî t → −t. Âûïèñûâàÿ
ýòî óñëîâèå ÷åðåç íà÷àëüíîå ïîëå p, ìû íàõîäèì

∂tF (t, r) = iT [G(t, r)−G(−t, r)] , (10.20)

ãäå F � ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿϕ:

F (t1 − t2, r1 − r2) = 〈ϕ(t1, r1)ϕ(t2, r2)〉 . (10.21)

Ïåðåõîäÿ ê Ôóðüå-êîìïîíåíòàì, ìû íàõîäèì

F (ω) = −T

ω
[G(ω)−G(−ω)] . (10.22)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê êëàññè÷åñêèì âàðèàíòîì ÔÄÒ, òàê êàêF ÿâëÿåòñÿ ïàðíîé êîð-
ðåëÿöèîííîé ôóíêöèåé íàáëþäàåìîé âåëè÷èíûϕ, à ðàçíîñòü â åãî ïðàâîé ÷àñòè äàåò ìíèìóþ ÷àñòü ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòè, êàê ýòî âèäíî èç (10.15).
Êàê ìû óæå óïîìèíàëè, âñëåäñòâèå ïðè÷èííîñòè ôóíêöèÿ ÃðèíàG(t) ðàâíà íóëþ äëÿ îòðèöàòåëüíûõ t. Ïî-

ýòîìó åå ïðåîáðàçîâàíèå ÔóðüåG(ω) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, àíàëèòè÷åñêîé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ýòî ñâîéñòâî
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ îäíîâðåìåííîé ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèèϕ ÷åðåç Ãðèíîâñêóþ
ôóíêöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, îäíîâðåìåííàÿ ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåãî
èíòåãðàëà

F (t = 0) =
∫

dω

2π
F (ω) = −T

∫
dω

2πω
[G(ω)−G(−ω)] . (10.23)

Ñäâèíåì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Òàê êàê ôóíêöèÿG(−ω) ÿâëÿåòñÿ òàì àíàëèòè÷å-
ñêîé, èíòåãðàë îò âòîðîãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè (10.23) ðàâåí íóëþ, òî åñòü ïîñëå ñäâèãàG(−ω) ìîæåò áûòü
îïóùåíà. Äàëåå, ñäâèíåì òåïåðü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Òàê êàêG(ω) àíàëèòè÷íà â
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, âêëàä â èíòåãðàë áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ òîëüêî ïîëþñîì â òî÷êåω = 0. Âûïèñûâàÿ ýòîò
ïîëþñíîé âêëàä, ìû íàõîäèì

F (t = 0) = −iTG(ω = 0) . (10.24)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò âåñüìà ïðîñòî âîññòàíàâëèâàòü îäíîâðåìåííûå ôóíêöèèϕ ïî Ãðèíîâñêîé ôóíêöèè.
Ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå (10.13) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ïîëþp, à òàêæå âòîðîãî è ÷åò-

âåðòîãî ïîðÿäêà ïî ïîëÿì ϕ è p. Òàêèì îáðàçîì, ïî ñâîåé ôîðìàëüíîé ñòðóêòóðà äåéñòâèå áëèçêî ê ñòðóêòóðå
ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëà Ëàíäàó. Ýòî äåéñòâèå ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü òåîðèþ âîçìóùåíèé äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèéϕ è p, åñëè ðàçëîæèòü exp(iI â ñîîòíîøåíèÿõ òèïà (10.11) â ðÿä ïî ÷ëåíó
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â äåéñòâèè. (Êàê è â ñòàòèêå, ýòî áóäåò ðàçëîæåíèåì ïîλ.) Êàæäûé ÷ëåí ýòîãî ðàçëîæåíèÿ
ñâîäèòñÿ ê Ãàóññîâó èíòåãðàëó è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç çàòðàâî÷íûå çíà÷åíèÿ êîððåëÿöè-
îííûõ ôóíêöèé (10.14,10.21). ßâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ýòèõ çàòðàâî÷íûõ ôóíêöèé èìåþò ñëåäóþùèé âèä

G0(t, r) = −
∫

ddq dω

(2π)d+1

exp(−iωt + iqr)
Γω + ia + ibq2

, (10.25)

F0(t, r) =
∫

ddq dω

(2π)d+1
exp(−iωt + iqr)

2TΓ

Γ 2ω2 + (a + bq2)2
, (10.26)
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Ðèñ. 28: Ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòåN .

Ðèñ. 29: Çàìêíóòàÿ ïåòëÿ èç G-ëèíèé.

ãäå ìû ñ÷èòàåì a > 0. Îòìåòèì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

F0(ω, q) = −G0(ω, q)(2TΓ )G0(−ω, q) . (10.27)

Ðàçóìååòñÿ, èíòåãðàë
∫

ddr exp(−iqr)F (0, r) =
T

a + bq2
= −iTG0(ω = 0, q)

âîñïðîèçâîäèò âûðàæåíèå äëÿ çàòðàâî÷íîé îäíîâðåìåííîé ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Íàïîìíèì, ÷òî
êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ 〈pp〉 ðàâíà íóëþ.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòûN . Ýòîò ðÿä ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåí íà äèàãðàììíîì ÿçûêå. Ïåðâûé ïîïðàâêà êN ñîîòâåòñòâóåò äèàãðàììå, ïðèâåäåííîé íà ðèñóíêå 28.
Çäåñü ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (10.26), ñìåøàííàÿ ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò Ãðè-
íîâñêóþ ôóíêöèþ (10.25) (ïóíêòèðíàÿ ïîëîâèíà ñîîòâåòñòâóåò ïîëþp), à ÷åðíàÿ òî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ïàðàìåòð
λ. Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé äèàãðàììå, ñîäåðæèò ôàêòîðG(t = 0, r = 0), êîòîðûé
îïðåäåëåí íå î÷åíü õîðîøî, ïîñêîëüêó Ãðèíîâñêàÿ ôóíêöèÿG(t) èñïûòûâàåò ñêà÷îê ïðè t = 0. ×òîáû ïîíÿòü,
÷åìó æå ðàâíà âåëè÷èíà G(t = 0, r = 0), ìû äîëæíû âåðíóòüñÿ ê äèñêðåòíîé âåðñèè íàøåé òåîðèè. Òîãäà èç-
çà ïðèíÿòîé íàìè çàïàçäûâàþùåé ïîëÿðèçàöèè Ãðèíîâêàÿ ôóíêöèÿ ïðè ñîâïàäàþùèõ âðåìåíàõ îêàçûâàåòñÿ
ðàâíîé íóëþ. Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òîãî, ÷òî â äèñêðåòíîì àíàëîãå (10.15)δ〈ϕ〉 ìîæåò çíàòü ïðî çíà÷åíèÿ
ïîëÿ h â ïðîøëîì, íî íå â òîé æå ñàìîé âðåìåííîé òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû ïîëàãàòüG(t = 0) = 0.
Ïîýòîìó ïåðâàÿ ïîïðàâêà êN ðàâíà íóëþ.
Ïîïðàâêè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ê N òàêæå ðàâíû íóëþ, ïîñêîëüêó âñå îíè ëèáî ñîäåðæàò ôàêòîð

G(t = 0) = 0, ëèáî çàìêíóòóþ ïåòëþ èç G-ëèíèé òèïà ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 29. Â àíàëèòè÷åñêîì âèäå
ýòîé ïåòëå ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèåG(t1 − t2)G(t2 − t3) . . . G(tn − t1), ãäå âðåìåíà tj `ïðèïèñàíû' âåðøèíàì.
Ñðåäè àðãóìåíòîâ Ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé â ýòîì ïðîèçâåäåíèè ïî êðàéíåé ìåðå îäèí îòðèöàòåëåí, è, ïîñêîëüêó
ñîîòâåòñòâóþùàÿ Ãðèíîâñêàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ, ðàâíî íóëþ è âñå ïðîèçâåäåíèå. Òàêîãî ñîðòà ïåòëè íåèç-
áåæíî âîçíèêàþò, ïîñêîëüêó â êàæäîé âåðøèíå `æèâåò' îäíî ïîëåp, òî åñòü ê êàæäîé âåðøèíå ïðèñîåäèíÿåòñÿ
ñâîèì p-êîíöîì íåêîòîðàÿ G-ëèíèÿ. ×òîáû ïîñòðîèòü çàìêíóòóþ ïåòëþ èçG-ëèíèé, ìîæíî ñòàðòîâàòü ñ ëþ-
áîé âåðøèíû, îòìåòèâ G-ëèíèþ, êîòîðàÿ ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê íåé ñâîèì p-êîíöîì. Çàòåì íàäî âçÿòü âåðøèíó, ê
êîòîðîé ýòà G-ëèíèÿ ïðèñîåäèíÿåòñÿ ñâîèìϕ-êîíöîì, è ïðîäåëàòü ñ íåé òî æå ñàìîå, îòìåòèâ íîâóþG-ëèíèþ.
Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó, ìû ðàíî èëè ïîçäíî âåðíåìñÿ ê îäíîé èç óæå ïðîéäåííûõ âåðøèí, îáðàçîâàâ ïåòëþ
òèïà ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 29. Çàìêíóòóþ íà ñåáÿG-ëèíèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé
îáñóæäàåìîé ïåòëè. Òàêèì îáðàçîì, ïîïðàâîê êN íåò, èN îñòàåòñÿ íåçàâèñèìûì îò ïàðàìåòðîâ ýôôåêòèâíîãî
äåéñòâèÿ.
Äàëåå, èññëåäóåì ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ Ãðèíîâñêîé ôóíêöèèG. Êàê îáû÷íî, íåñâÿçíûå äèàãðàììû

íå âíîñÿò íèêàêîãî âêëàäà â Ãðèíîâñêóþ ôóíêöèþ. Â äàííîì ñëó÷àå ïðè÷èíà ýòîãî òðèâèàëüíà: âñå áëîêè áåç
âíåøíèõ êîíöîâ ðàâíû íóëþ ïî òåì æå ïðè÷èíàì, ïî êîòîðûì îòñóòñòâóþò ïîïðàâêè êN . Äèàãðàììû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïåðâîé ïî λ ïîïðàâêå ê G, ÿâëÿþòñÿ îäíîïåòëåâûìè äèàãðàììàìè, íà êîòîðûõ ïåòëè ñîîòâåòñòâóþò
G(t = 0) è F (t = 0). Ïîñêîëüêó G(t = 0) = 0, ðåàëüíî èìååòñÿ òîëüêî îäèí îäíîïåòëåâîé âêëàä â Ãðèíîâñêóþ
ôóíêöèþ, ïðåäñòàâëåííûé äèàãðàììîé íà ðèñóíêå 30. Íà òîì æå ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà äâóõïåòëåâàÿ ïîïðàâêà
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Ðèñ. 30: Ïåðâûå ïîïðàâêè ê Ãðèíîâñêîé ôóíêöèè.
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Ðèñ. 31: Ïåðâûå ïîïðàâêè ê ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.

ê Ãðèíîâñêîé ôóíêöèè. Îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ äâóõïåòëåâàÿ äèàãðàììà, äàþùàÿ íåíóëåâîé âêëàä
â Ãðèíîâñêóþ ôóíêöèþ.
Ðàññìîòðèì âêëàäû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà â G. Ïðåæäå âñåãî, íà ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãðàììàõ ìîæíî

âûäåëèòü `ïåðåêëàäèíû' (G-ëèíèè è F -ëèíèè) ñîåäèíÿþùèå `ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêèå' áëîêè. Ìîæíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî äèàãðàììû, ãäå èìååòñÿ õîòÿ áû îäíàF -ïåðåêëàäèíà, äàþò íóëåâîé âêëàä â G. Äåëî â òîì, ÷òî
òîãäà íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí `ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêèé' áëîê, ñîäåðæàùèé ïåòëþ èç Ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé
òèïà ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 29, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèþG(t1− t2)G(t2− t3) . . . G(tn− t1), ðàâ-
íîìó, êàê ìû óæå îáúÿñíèëè, íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå òîëüêî äèàãðàììû ñ
G-ïåðåêëàäèíàìè. Îñóùåñòâëÿÿ ñóììèðîâàíèå `ëåñòíèöû', ñîñòîÿùåé èç ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêèõ áëîêîâ è
G-ïåðåêëàäèí, ìû ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíîå ñîîòíîøåíèå

G(ω, q) = − 1
Γω + ia + ibq2 + Σ

, (10.28)

ãäå Σ � `ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêàÿ' ôóíêöèÿ.
Äâà ïåðâûõ âêëàäà â Σ, ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììàì, ïðèâåäåííûì íà ðèñóíêå 30, â àíàëèòè÷åñêîì âèäå

çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Σ(1)(ω, q) =
iλ

2
F0(t = 0, r = 0) , (10.29)

Σ(2)(ω, q) = −λ2

2

∫
dω1 dω2 ddq1 ddq2

(2π)2+2d
F0(ω1, q1)F0(ω2, q2)G0(ω + ω1 + ω2, q + q1 + q2) . (10.30)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèω = 0 âûðàæåíèå (10.29) ñâîäèòñÿ ê ñòàòè÷åñêîé ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè, êàê ýòî
è äîëæíî áûòü â ñîîòâåòñòâèè ñ (10.24). Ìîæíî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî è âûðàæåíèå (10.30) ïðèω = 0 ñâîäèòñÿ
ê äâóõïåòëåâîìó âêëàäó â ñòàòè÷åñêóþ ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Äëÿ ýòîãî íàäî âûðàçèòüF -
ôóíêöèþ èç (10.22) è ïîäñòàâèòü â (10.30). Êîìáèíèðóÿ çàòåì àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâàG-ôóíêöèé è ñâîéñòâà
ñèììåòðèè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, ìîæíî ñâåñòè èíòåãðàëû ïî ÷àñòîòàì ê âû÷åòàì. Ïîñëå ýòîãî è
ïîëó÷èòñÿ ñòàòè÷åñêîå âûðàæåíèå.
Èññëåäóåì òåïåðü äèàãðàììíûé ðÿä äëÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè. Êîíå÷íî, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ

(10.22) ôóíêöèÿ F ñâîäèòñÿ ê Ãðèíîâñêîé ôóíêöèè G. Òåì íå ìåíåå, ïîó÷èòåëüíî îòäåëüíî èçó÷èòü òåîðèþ
âîçìóùåíèé äëÿ F . Ïåðâûå ïîïðàâêè ê F ñîîòâåòñòâóþò äèàãðàììàì, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñóíêå 31. Ïåðâûå
äèàãðàììû èìåþò òàêóþ æå ñòðóêòóðó, êàê è äëÿ ïîïðàâîê ê Ãðèíîâñêèì ôóíêöèÿì, à ïîñëåäíÿÿ äèàãðàììà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå÷òî íîâîå. Îíà ñîäåðæèò áëîê, êîòîðûé ìîæíî íàçâàòü `ïîëÿðèçàöèîííûì', îò êîòîðîãî â
äâóõ íàïðàâëåíèÿõ ðàñõîäÿòñÿ Ãðèíîâñêèå ôóíêöèè. Çàòðàâî÷íûì çíà÷åíèåì ïîëÿðèçàöèîííîãî áëîêà ìîæíî
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Ðèñ. 32: Äàþùàÿ ëîãàðèôì F −G ïåòëÿ.

ñ÷èòàòü ôàêòîð 2TΓ â ñîîòíîøåíèè (10.27). Òîãäà íà êàæäîé äèàãðàììå, ïðåäñòàâëÿþùåé âêëàä âF , èìååòñÿ
òîëüêî îäèí òàêîé `ïîëÿðèçàöèîííûé' áëîê, îò êîòîðîãî â äâå ñòîðîíû ðàñõîäÿòñÿ `ëåñòíèöû', ñîáèðàþùèåñÿ â
Ãðèíîâñêèå ôóíêöèè. Ïîýòîìó ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

F (ω, q) = −G(ω, q)[2TΓ + 2Π(ω, q)]G(−ω, q) . (10.31)

ãäå `ïîëÿðèçàöèîííàÿ ôóíêöèÿ' Π îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé äèàãðàìì, ïðåäñòàâëÿþùèõ ïîëÿðèçàöèîííûå áëîêè.
Ñðàâíèâàÿ (10.28) è (10.31), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî (10.22) âåäåò ê ñîîòíîøåíèþ

Σ(ω, q)− Σ(−ω, q) =
2ω

T
Π(ω, q) . (10.32)

Âêëàä, ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãðàììå, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 31, â àíàëèòè÷åñêîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì

Π(2)(ω, q) =
λ2

12

∫
dω1 dω2 ddq1 ddq2

(2π)2+2d
F0(ω1, q1)F0(ω2, q2)F0(ω + ω1 + ω2, q + q1 + q2) . (10.33)

Ìîæíî, èñïîëüçóÿ (10.22), íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü ñâÿçü (10.32) äëÿΣ(2) è Π(2), îïðåäåëÿåìûõ âûðàæåíèÿìè
(10.30) è (10.33).
Âûøå ìû ïðèâåëè ôîðìóëèðîâêó â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçíîâðåìåííûõ êîð-

ðåëÿöèîííûõ ôóíêöèé è ñôîðìóëèðîâàëè íåêîòîðûå ñâîéñòâà äèàãðàììíîé òåõíèêè Óàéëäà. Â ñâîåì îáùåì
âèäå ýòà ñõåìà ðàáîòàåò äëÿ ïðîèçâîëüíîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è. Òåïåðü æå ìû ïðèñòóïàåì ê èññëåäîâàíèþ
ñîáñòâåííî êðèòè÷åñêîé äèíàìèêè, òî åñòü îñîáåííîñòåé ðàçíîâðåìåííûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïàðàìåòðà
ïîðÿäêà âáëèçè òî÷åê ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà è êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.
Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî âáëèçè òî÷åê ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà òàêèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè,

êàê (10.28) èëè (10.31), îáëàäàþò ñêåéëèíãîâûì ïîâåäåíèåì, òî åñòü ÷òî çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè íå ðàçðóøàåò
ñòåïåííîãî õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, ïðèT = Tc ñëåäóåò îæèäàòü

F (t, q) =
1

q2−η
φ1(tqz) , G(ω, q) =

1
q2−η

φ2(ω/qz) , (10.34)

ãäå η � àíîìàëüíàÿ ýêñïîíåíòà ñòàòè÷åñêîé ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, à z � íîâûé (äèíàìè÷åñêèé)
êðèòè÷åñêèé èíäåêñ. Â âûðàæåíèè (10.34)φ1, φ2 � íåêîòîðûå ôóíêöèè ñâîåãî àðãóìåíòà. Ôóíêöèèφ1(x), φ2(x)
ñòðåìÿòñÿ ê êîíñòàíòàì ïðè x → 0 è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè x →∞. Â îêðåñòíîñòè æå òî÷êè ôàçîâîãî ïåðåõîäà

F (t, q) =
1

q2−η
φ̄1(qRc, tq

z) , G(ω, q) =
1

q2−η
φ̄2(qRc, ω/qz) , (10.35)

ãäå Rc � êðèòè÷åñêèé ðàäèóñ.
Êàê è â ñòàòèêå, äëÿ ðåëàêñàöèîííîé äèíàìèêè ðàçìåðíîñòüd = 4 ÿâëÿåòñÿ ìàðãèíàëüíîé (ïîãðàíè÷íîé).

Â ýòîì ñëó÷àå ïîïðàâêè ê çàòðàâî÷íûì çíà÷åíèÿì êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ñâîäÿòñÿ ê ëîãàðèôìè÷åñêîé ðå-
íîðìèðîâêå ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â ýòè ôóíêöèè. Íàïðèìåð, ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê âåðøèííîé ôóíêöèè îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïåòëåé, ñîñòàâëåííîé èçF -ëèíèè è G-ëèíèè, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå 32. Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èññëåäîâàòü
òàêèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè, êàê (10.28) èëè (10.31), âûäåëÿÿ â ðÿäó òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ýòèõ îáú-
åêòîâ ãëàâíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êàê è â ñòàòèêå, ãëàâíûì ÷ëåíàì ñîîòâåòñòâóþò ïàðêåòíûå äèàãðàììû.
Ïîýòîìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü óðàâíåíèÿ íà ðåíîðìèðîâàííûå âåëè÷èíû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ñóììè-
ðîâàíèÿ ïàðêåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñðàâíè ïàðàãðàô 3). Â ÷àñòíîñòè, òàêèì ñïîñîáîì ïîëó÷àåòñÿ òî æå
óðàâíåíèå íà âåðøèííóþ ôóíêöèþ, ÷òî è â ñòàòèêå. Åäèíñòâåííîé íîâîñòüþ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàòèêîé ÿâëÿåòñÿ
ðåíîðìèðîâêà êèíåòè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòàΓ .
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Ðåíîðì-ãðóïïîâàÿ ïðîöåäóðà

Êàê è â ñòàòèêå, íàèáîëåå óäîáíûì ïóòåì âû÷èñëåíèÿ ðåíîðìèðîâîê ÿâëÿåòñÿ ðåíîðì-ãðóïïîâàÿ ïðîöåäóðà
(ñìîòðè ïàðàãðàô 4). Ìû ïðèñòóïàåì ê ðàññìîòðåíèþ ðåíîðìèðîâêè ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ (10.13) â ïðî-
ñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 4. Äàëåå ìû èìååì â âèäó ïîñòðîåíèå ε-ðàçëîæåíèÿ ñ òåì, ÷òîáû îöåíèòü äèíàìè÷åñêèé
èíäåêñ z ïðè d = 3.
Ïðîèçâåäåì ýëåìåíòàðíûé øàã ðåíîðì-ãðóïïîâîé ïðîöåäóðû. Ðàçäåëèì îáà ïîëÿϕ è p íà áûñòðóþ è ìåä-

ëåííóþ êîìïîíåíòû: ϕ = ϕ′ + ϕ̃ è p = p′ + p̃, ãäå ϕ̃ è p̃ � áûñòðûå êîìïîíåíòû, ñîäåðæàùèå âîëíîâûå âåêòîðà
Λ′ < q < Λ. Ïî ÷àñòîòàì æå ìû íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé ââîäèòü íå áóäåì. (Ïîõîæàÿ ñõåìà ïðèìåíÿëàñü äëÿ
ñìåêòèêîâ, ñìîòðè ïàðàãðàô 6, êîãäà îãðàíè÷èâàëèñü âîëíîâûå âåêòîðà òîëüêî â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé
ñìåêòè÷åñêèì ñëîÿì.) Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè â íàøåì ñëó÷àå ðàâíàexp(iI). Ïîýòîìó ýëåìåíòàð-
íûé øàã ðåíîðì-ãðóïïîâîé ïðîöåäóðû çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåîáðàçîâàíèèI(ϕ, p) → I ′(ϕ′, p′), ãäå

exp [iI ′(ϕ′, p′)] =
∫
Dϕ̃Dp̃ exp [iI(ϕ′ + ϕ̃, p′ + p̃)] . (10.36)

Êàê ìû óñòàíîâèëè âûøå, íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ äåéñòâèÿ. Ïîýòîìó íèêàêèõ
÷ëåíîâ, ïîäîáíûõ ñâîáîäíîé ýíåðãèè, â äèíàìè÷åñêîì ôîðìàëèçìå íåò.
Ïî àíàëîãèè ñ ôóíêöèîíàëîì Ëàíäàó ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì

I(ϕ′ + ϕ̃, p′ + p̃) = I(ϕ′, p′) + I(ϕ̃, p̃) + Iint ,

I(2)
int =

λ

2

∫
dt d4r

[
p′ϕ′ϕ̃2 + p̃ϕ̃(ϕ′)2

]
, (10.37)

I(3)
int =

λ

6

∫
dt d4r

[
p′ϕ̃3 + 3p̃ϕ̃2ϕ′

]
. (10.38)

Òàêæå, êàê è â ñòàòèêå, ìû äîëæíû ñòàðòîâàòü ñ êâàäðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ äåéñòâèÿ îò áûñòðûõ ïåðå-
ìåííûõ (òàê êàê ðàçëîæåíèå ïî áûñòðûì ïåðåìåííûì åñòü ðàçëîæåíèå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó). Â íàøåì ñëó÷àå
êâàäðàòè÷íîå äåéñòâèå äëÿ áûñòðûõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåòñÿ èç (10.13)

Ĩ0 =
∫

dt dr
[
Γ p̃∂tϕ̃ + +b∇p̃∇ϕ̃ + iTΓ p̃2

]
. (10.39)

Êàê è â ñòàòèêå, íàì óäîáíî áóäåò èíòåðïðåòèðîâàòü ÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòîìa â (10.13), êàê ïîïðàâêó, çàêîí
ðåíîðìèðîâêè êîòîðîé èçó÷àåòñÿ îòäåëüíî. Äåéñòâèå (10.39) äàåò

G̃0(ω, q) = − 1
Γω + bq2

, F̃0(ω, q) =
2TΓ

Γ 2 + b2q4
. (10.40)

Çàòåì âêëàäû â ∆I = I ′(ϕ′, p′)− I(ϕ′, p′) ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé.
Îäíîïåòëåâûå âêëàäû â ∆I ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

∆1I =
i

2

〈[
I(2)

int

]2
〉

0

, ∆2I = i
〈
I(2)

intĨa

〉
0

, (10.41)

Ĩa = a

∫
dt d4r p̃ϕ̃ ,

ãäå óñðåäíåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñ âåñîìexp
(
iĨ0

)
. Äëÿ îáîèõ âêëàäîâ ýòî ñðåäíåå ñâîäèòñÿ ê ôàêòîðó, ñîîòâåòñòâó-

þùåìó F −G ïåòëå, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå 32. Àíàëèòè÷åñêè ýòîò ôàêòîð çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
∫

dω d4q

(2π)5
G̃0(ω, q)F̃0(ω, q) .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (10.22), àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà G è ñèììåòðèþ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, ìû
ìîæåì ñâåñòè èíòåãðàë ïî ÷àñòîòå ê âû÷åòó â òî÷êåω = 0. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì òî÷íî òàêîå æå âûðàæåíèå,
êàê è îäíîïåòëåâîå âàðàæåíèå â ñòàòèêå. Äàëåå, ìû ìîæåì íàéòè ïîïðàâêè êλ (èç ∆1I) è ê a (èç ∆2I), êîòîðûå
îêàçûâàþòñÿ ñîâïàäàþùèìè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòàòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿλ è a ìû
ïîëó÷àåì òå æå îäíîïåòëåâûå ÐÃ-óðàâíåíèÿ, êàê è â ñòàòèêå. Ýòî óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ
ìíîãîïåòëåâûõ âêëàäîâ â ÐÃ-óðàâíåíèÿ.
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Â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîïðàâêè ê ïàðàìåòðàì b è Γ îòñóòñòâóþò. Îïÿòü-òàêè, äëÿ b òî æå ñàìîå
ñâîéñòâî áûëî óñòàíîâëåíî â ñòàòèêå. ×òîáû íàéòè ðåíîðìèðîâêó b è Γ , ìû äîëæíû ïðèíÿòü âî âíèìàíèå
äâóõïåòëåâûå âêëàäû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ïîïðàâî÷íûìè ÷ëåíàìè â ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè

∆3I =
i

2

〈[
I(3)

int

]2
〉

=
iλ2

12

∫
dt1 d4r1

∫
dt2 d4r2

〈
ϕ̃3

1p̃2ϕ̃
2
2

〉
p′1ϕ

′
2

+
iλ2

72

∫
dt1 d4r1

∫
dt2 d4r2

〈
ϕ̃3

1ϕ̃
3
2

〉
p′1p

′
2 . (10.42)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (10.42) ïðîèçâîäèò ïîïðàâêè ê ÷ëåíàìΓp∂tϕ è b∇p∇ϕ â ýôôåêòèâíîì äåé-
ñòâèè, â òî âðåìÿ êàê âòîðîå ñëàãàåìîå ïðîèçâîäèò ïîïðàâêó ê ÷ëåíóTΓp2 â ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè. Èçâëåêàÿ
ïîïðàâêó ê b èç ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (10.42), ìîæíî íàéòè, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñî ñòàòè÷åñêîé ïîïðàâêîé. Òàêèì
îáðàçîì, ÐÃ-óðàâíåíèå äëÿ b ñîâïàäàåò ñî ñòàòè÷åñêèì, êàê ýòî èìååò ìåñòî è äëÿλ è a. Äàëåå, ìîæíî èçâëå÷ü
èç (10.42) ïîïðàâêè ê ôàêòîðàì ïðè p∂tϕ è p2. Îêàçûâàåòñÿ, îíè äàþò èäåíòè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ðåíîðìè-
ðîâêè Γ . Ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì ïðîâåðèòü ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ (10.22) (áåç
ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ). Òàêèì îáðàçîì, ýòî ñâîéñòâî îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì ñ ÔÄÒ. Ìû âèäèì, ÷òî
ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå (10.13) âîñïðîèçâîäèòñÿ ïðè èñêëþ÷åíèè áûñòðûõ ïåðåìåííûõ, òî åñòü, êàê ãîâîðÿò,
ÿâëÿåòñÿ ðåíîðìèðóåìûì.
Ìû èíòåðåñóåìñÿ â îñíîâíîì çàêîíîì ðåíîðìèðîâêè Γ , è ïîòîìó ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà âòîðîì ÷ëåíå â

(10.42). Ìû ìîæåì ïîäñòàâèòü â íåì p′1 âìåñòî p′2. (Àðãóìåíòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé: ïîëåp′ ÿâëÿåòñÿ ìåä-
ëåííûì, à ïîòîìó ìàëî ìåíÿåòñÿ íà ìàñøòàáàõ, ãäå `æèâåò' áûñòðîå ïîëå.) Â ðåçóëüòàòå ìû íàõîäèì ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå äëÿ ïîïðàâêè ê Γ :

∆Γ =
λ2

12T

∫
dt d4r F̃ 3

0 (t, r) . (10.43)

Ôóíêöèÿ F̃0(t, r) ìîæåò áûòü íàéäåíà, êàê Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ (10.40):

F̃0(t, r) =
T

4π2br2

[
1− exp

(
−Γr2

4bt

)]
. (10.44)

Êîíå÷íî, âûðàæåíèå (10.44) ñïðàâåäëèâî òîëüêî åñëèΛ′ ¿ r−1 ¿ Λ. Ïîäñòàâëÿÿ (10.44) â (10.43), ìû ïîëó÷àåì

∆Γ =
λ2T 2Γ

3 · 28π4b4

∫
dr

r

∫ ∞

0

ds

s2
[1− exp(−s)]3 .

Èíòåãðàë ïî s çäåñü ðàâåí 3 ln(4/3). Äàëåå, èíòåãðàë
∫

dr/r äàåò ln(Λ/Λ′). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îêîí-
÷àòåëüíî

∆Γ =
1
9

ln(4/3)g2Γ ln(Λ/Λ′) . (10.45)

Çäåñü g � èíâàðèàíòíûé çàðÿä

g =
3Tλ

16π2b2
,

ââåäåííûé íàìè â ñòàòèêå (ñìîòðè ïàðàãðàô 4).
Êàê îáû÷íî, âûðàæåíèå äëÿ ïîïðàâêè ê òîìó èëè èíîìó ïàðàìåòðó ïðè ýëåìåíòàðíîì øàãå ðåíîðì-ãðóïïîâîé

ïðîöåäóðû ìîæåò áûòü íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàíî äëÿ ôîðìóëèðîâêè ÐÃ-óðàâíåíèÿ äëÿ ýòîãî ïàðàìåòðà. Âûðà-
æåíèå (10.45) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ÐÃ-óðàâíåíèþ äëÿΓ :

dΓ

dξ
=

1
9

ln(4/3)g2Γ , ξ = ln(Λ/Λ′) . (10.46)

Âûøå ìû ïðèâåëè âû÷èñëåíèÿ äëÿ îäíîêîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Âñÿ ñõåìà ëåãêî îáîáùàåòñÿ è íà
ñëó÷àé n-êîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Òîãäà ìû íàõîäèì âìåñòî (10.46)

dΓ

dξ
=

3(n + 2)
(n + 8)2

ln(4/3)g2Γ , (10.47)
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à èíâàðèàíòíûé çàðÿä îïðåäåëÿåòñÿ òåïåðü âûðàæåíèåì (4.31). Ýòî óðàâíåíèå àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (4.30)
äëÿ b.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàçìåðíîñòè d = 4 − ε. Â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî ε ìû ìîæåì ïîäñòàâèòü â âûðàæåíèå

(10.47) g = ε. Òîãäà ìû íàõîäèì ðåøåíèå Γ ∝ (Λ′)−3(n+2)/(n+8)2 ln(4/3)ε2 . Íàïîìíèì, ÷òî â òîì æå ïðèáëèæåíèè
b ∝ (Λ′)−(n+2)ε2/2(n+8)2 . Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà Λ′ = q è ñðàâíèâàÿ ÷ëåíû Γω è bq2 (âõîäÿùèå, ñêàæåì, â Ãðèíîâñêóþ
ôóíêöèþ), ìû ïîëó÷àåì ω ∝ qz, ãäå äèíàìè÷åñêèé êðèòè÷åñêèé èíäåêñ ðàâåí

z = 2 +
(n + 2)ε2

2(n + 8)2
[6 ln(4/3)− 1] . (10.48)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå [Halperin, Hohenberg, 1972]

z = 2 + [6 ln(4/3)− 1] η , (10.49)

ãäå η � àíîìàëüíûé èíäåêñ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè â ñòàòèêå, êîòîðûé â òîì æå äâóõïåòëåâîì ïðè-
áëèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (4.40).

Çàäà÷è

Çàäà÷à 10.1
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèíàìèêà äâóõêîìïîíåíòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

Γ∂tϕα + Γ1εαβ∂tϕβ = − δF
δϕα

+ Γζα , (10.50)

êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò (10.1) íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíîãî ÷ëåíà (ñ êîýôôèöèåíòîìΓ1). Ñ÷èòàÿ ýòîò ÷ëåí ìàëîé
äîáàâêîé, íàéòè ÐÃ-óðàâíåíèå äëÿΓ1.

11. ÏÐÎÁËÅÌÀ KPZ

Ïðîáëåìà KPZ (Kardar-Parisi-Zhang) ñâÿçàíà ñ òàêèìè ïðîöåññàìè, êàê ðàñïðîñòðàíåíèå ôðîíòà ïëàìåíè èëè
ðîñò êðèñòàëëà èç ïåðåñûùåííîãî ðàñòâîðà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðå÷ü èäåò î äâèæóùåéñÿ ãðàíèöå ðàçäåëà, êîòî-
ðóþ â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîñêîé. Ïðåäìåòîì ðàññìîòðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôëóêòóàöèè ãðàíèöû
ðàçäåëà, ïðîèçâîäÿùèå îòêëîíåíèÿ åå ôîðìû îò ïëîñêîé. Îòìåòèì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû èìååì äåëî ñ ñèëü-
íîé íåðàâíîâåñíîñòüþ, è ïîòîìó, â îòëè÷èå îò ðàâíîâåñíîãî ñëó÷àÿ, çàìêíóòîå ðàññìîòðåíèå îäíîâðåìåííûõ
êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ïðè èçó÷åíèè ôëóêòóàöèé ãðàíèöû ðàçäåëà íàäî ñòàðòîâàòü
ñ äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå è ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì KPZ. Óäèâèòåëüíûì îáðàçîì, òî æå óðàâíåíèå
âîçíèêàåò â ôèçèêå âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ, îïèñûâàÿ ðàñïðåäåëåíèå êâàíòîâûõ âèõðåé (âîç-
íèêàþùèõ ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ) â ñëó÷àéíîì ïîòåíöèàëå. Â ýòîì ñëó÷àå ðîëü âðåìåíè
èãðàåò êîîðäèíàòà âäîëü íàïðàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ïðåèìóùåñòâåííóþ îðèåíòàöèþ
âèõðåé. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå KPZ âåñüìà óíèâåðñàëüíî, ÷òî ñâÿçàíî ñ åãî ñèììåòðèéíûìè ñâîéñòâàìè,
êîòîðûå îáñóæäàþòñÿ íèæå.
Ïðîäåìîíñòðèðóåì ôèçè÷åñêîå ïðîèñõîæäåíèå óðàâíåíèÿ KPZ íà ïðèìåðå ðîñòà êðèñòàëëà èç ïåðåñûùåííîãî

ðàñòâîðà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êðèñòàëë ðàñòåò âäîëü îñèZ. Òîãäà ôîðìà åãî ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü çàäàíà
ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì

z = z0 + V t + h(t, x, y) , (11.1)

ãäå V � ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ðîñòà ïîâåðõíîñòè, à ïåðåìåííàÿ h (âûñîòà ïîâåðõíîñòè) îïèñûâàåò ôëóêòóàöèè
ôîðìû ïîâåðõíîñòè âáëèçè ïëîñêîé. Óðàâíåíèå KPZ èìååò ñëåäóþùèé âèä

∂th = λ(∇h)2 + D∇2h + ζ . (11.2)

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (11.2) ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ïîâåðõíîñòü êðèñòàëëà ðàñòåò ñî ñêîðîñòüþV â íàïðàâ-
ëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ýòîé ïîâåðõíîñòè. Íåíóëåâîå çíà÷åíèå∇h îçíà÷àåò íàëè÷èå íàêëîíà ïîâåðõíîñòè,
÷òî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè â ïðîåêöèè íà îñüZ. Ýòîò ýôôåêò è îïèñûâàåò ïåðâûé ÷ëåí â
ïðàâîé ÷àñòè (11.2), ïðè÷åì λ = V/2. Âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (11.2) îïèñûâàåò äèôôóçèþ àòîìîâ âäîëü
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ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ñäåëàòü åå ïëîñêîé. È ïîñëåäíèé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (11.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
øóì, ñâÿçàííûé ñ ôëóêòóàöèÿìè ïîòîêà àòîìîâ èç ðàñòâîðà íà ïîâåðõíîñòü.
Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî øóì ζ êîðîòêî êîððåëèðîâàí êàê âî âðåìåíè, òàê è â ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó ýôôåêòèâíî

ïîëå ζ îáëàäàåò Ãàóññîâîé ñòàòèñòèêîé, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

〈ζ(t1, r1)ζ(t2, r2)〉 = 2Tδ(t1 − t2)δ(r1 − r2) . (11.3)

Çäåñü ôàêòîð T îïðåäåëÿåò ñèëó ôëóêòóàöèé øóìà, è ïîòîìó ìîæåò áûòü íàçâàí ýôôåêòèâíîé òåìïåðàòóðîé.
Îäíàêî âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ íåðàâíîâåñíîé ñèòóàöèåé, òàê
÷òî äëÿ îäíîâðåìåííîé ñòàòèñòèêèh íåëüçÿ ââåñòè ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà. Âîîáùå ãîâîðÿ, øóì êîððåëèðîâàí íà
àòîìíûì ìàñøòàáàõ, òàê ÷òî δ-ôóíêöèè â (11.3) ÿâëÿþòñÿ ðåàëüíî `øàïî÷êàìè' ñ êîíå÷íîé øèðèíîé. Ñêàæåì,
δ(r) ñëåäóåò ïîíèìàòü, êàêδΛ(r), òî åñòü êàê øàïî÷êó ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîìΛ−1 (êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àòîìíûì
ðàçìåðîì), íîðìèðîâàííóþ óñëîâèåì

∫
ddr δΛ(r) = 1 .

Íàñ èíòåðåñóþò ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå íà ðàçìåðàõ ãîðàçäî áîëüøå àòîìíûõ, òî åñòü âîëíîâîé âåêòîðΛ
èãðàåò ðîëü `óëüòðàôèîëåòîâîé' îáðåçêè.
Âîçâðàòèìñÿ òåïåðü ê óíèâåðñàëüíîñòè ïðîáëåìû KPZ. Ýòà óíèâåðñàëüíîñòü ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî (11.2) îïè-

ñûâàåò äëèííîâîëíîâûé ïðåäåë äèíàìèêè ïðîèçâîëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿh ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòà äèíàìèêà
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà h → h + const, íî íå èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî çàìåíû çíàêà ïîëÿh → −h.
Èìåííî ïîýòîìó óðàâíåíèå KPZ âîçíèêàåò, êàê äëèííîâîëíîâûé ïðåäåë, â ñàìûõ ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèòóàöè-
ÿõ. Êîíå÷íî, èíòåðïðåòàöèÿ êîýôôèöèåíòîâλ, D è T , ñêàæåì, äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ, ñîâåðøåííî îòëè÷àåòñÿ
îò ñëó÷àÿ ðîñòà ïîâåðõíîñòè (ýòî ýíåðãèÿ âèõðÿ íà åäèíèöó äëèíû, åãî óïðóãîñòü, è ìîùíîñòü ñëó÷àéíîãî
ïîòåíöèàëà). Òåì íå ìåíåå, ôîðìà óðàâíåíèÿ îñòàåòñÿ òîé æå ñàìîé.
Óðàâíåíèå (11.2) ìîæíî èçó÷àòü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâàd. Íàèáîëåå èíòåðåñíîé ñ ôèçè-

÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüd = 2, îíà ñîîòâåòñòâóåò êàê ðîñòó êðèñòàëëà èëè ðàñïðîñòðàíåíèþ
ïëàìåíè, òàê è êâàíòîâûì âèõðÿì â ñëó÷àéíîì ïîòåíöèàëå. Ýòà ðàçìåðíîñòüd = 2 òàêæå âåñüìà èíòåðåñíà è ñ
÷èñòî òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê êàê èìåííî ýòà ðàçìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ ìàðãèíàëüíîé: ôëóêòóàöèîííûå
ïîïðàâêè ê êîððåëÿöèîííûì ôóíêöèÿìh â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè d = 2 íîñÿò ëîãàðèôìè÷åñêèé õàðàêòåð.
Çàáåãàÿ âïåðåä, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî â ïðîáëåìå KPZ ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé `àñèìïòîòè÷åñêîé ñâîáîäû', òî åñòü
ýôôåêòèâíàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè ðàñòåò ñ ðîñòîì ìàñøòàáà. Ìû ïðèâåäåì òàêæå íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ïðîáëåìå
KPZ â ðàçìåðíîñòè d = 1.
Èññëåäóåì êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïîëÿh

〈h(t1, r1) . . . h(tn, rn)〉 , (11.4)

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè ïî ñòàòèñòèêå øóìà. Äðóãèìè ñëîâàìè,h íàäî íàéòè, êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.2)
ñ äàííûì ζ, çàòåì âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèåh(t1, r1) . . . h(tn, rn), ïîñëå ÷åãî íàéòè ñðåäíåå ïî ζ â ñîîòâåòñòâèè ñ
(11.3). Ìû èíòåðåñóåìñÿ ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àåì, êîãäà ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îäíîðîäíî âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå,
òîãäà êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè (11.4) çàâèñÿò îò ðàçíîñòåé âðåìåí è êîîðäèíàò. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü〈h〉 = 0.
Â òî æå âðåìÿ âûñøèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè h íå÷åòíîãî ïîðÿäêà íå ðàâíû íóëþ èç-çà êâàäðàòè÷íîãî
õàðàêòåðà íåëèíåéíîñòè â óðàâíåíèè (11.2).
Ê ñîæàëåíèþ, íåâîçìîæíî ÿâíî ðåøèòü óðàâíåíèå (11.2) ÿâíî, è ïîòîìó íàáðîñàííàÿ íàìè âûøå ïðÿìàÿ ñõåìà

âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé (11.4) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà òîëüêî â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé.
Êàê ìû îáúÿñíèëè â ïàðàãðàôå 10, óäîáíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó, âûðàçèâ êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè
(11.4) â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà. Ýòî ïîçâîëÿåò çàòåì ñòàíäàðòíûì ïóòåì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðèþ
âîçìóùåíèé, à çàòåì è ðåíîðì-ãðóïïîâóþ ïðîöåäóðó, íî, êðîìå òîãî, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå äîïóñêàåò íåêîòîðûå
âàæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ, à òàêæå, â ïðèíöèïå, ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü è íåïåðòóðáàòèâíûå ýôôåêòû,
êîòîðûå íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé.
Ïîâòîðÿÿ øàãè, ñäåëàííûå â ïàðàãðàôå 10 (â ÷àñòíîñòè, ââîäÿ âñïîìîãàòåëüíîå ïîëåp), ìû ïîëó÷àåì êîððå-

ëÿöèîííûå ôóíêöèè (11.4) â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà ïî ïîëÿìh è p ñ âåñîì exp(iI), ãäå ýôôåêòèâíîå
äåéñòâèå I ñòðîèòñÿ ïî óðàâíåíèþ (11.2) ñ ó÷åòîì (11.3)

I =
∫

dt ddr
[
p∂th−Dp∇2h− λp(∇h)2 + iTp2

]
. (11.5)

Òîãäà, íàïðèìåð, ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿh çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

F (t1 − t2, r1 − r2) = 〈h(t1, r1)h(t2, r2)〉 =
∫
DhDp exp(iI)h(t1, r1)h(t2, r2) . (11.6)
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàïèñûâàþòñÿ è âûñøèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèèh.
Êàê ìû îáúÿñíèëè â òîì æå ïàðàãðàôå 10, ïîëåçíî âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè,

ñîäåðæàùèå âñïîìîãàòåëüíîå ïîëå p. Ñêàæåì, ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (Ãðèíîâñêàÿ ôóíêöèÿ)

G(t1 − t2, r1 − r2) = 〈h(t1, r1)p(t2, r2)〉 =
∫
DhDp exp(iI)h(t1, r1)p(t2, r2) , (11.7)

èìååò ñìûñë âîñïðèèì÷èâîñòè ñèñòåìû. À èìåííî, åñëè äîáàâèòü `âíåøíþþ ñèëó'f(t, r) â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ (11.2), òî, êàê îòêëèê íà ýòó ñèëó, âîçíèêíåò ñðåäíåå〈h〉, êîòîðîå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ
Ãðèíîâñêîé ôóíêöèåé (11.7)

〈h(t1, r1)〉 = −i

∫
dt2 ddr2 G(t1 − t2, r1 − r2)f(t2, r2) . (11.8)

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ïðè÷èííîñòèG(t, r) = 0 ïðè t < 0. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
〈p1p2〉 ðàâíà íóëþ. Áîëåå ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòèõ ñâîéñòâ ìîæíî íàéòè â ïàðàãðàôå 10.
Âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ (11.5) ìîæåò ñëóæèòü èñõîäíîé òî÷êîé äëÿ òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå â âèäå I = I(2) + I(3):

I(2) =
∫

dt ddr
[
p∂th−Dp∇2h + iTp2

]
, (11.9)

I(3) = −λ

∫
dt ddr p(∇h)2 . (11.10)

Âûðàæåíèÿ äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé òèïà (11.6,11.7) ñîäåðæàò ôàêòîðexp(iI), êîòîðûé ìîæíî ðàçëîæèòü
â ðÿä ïî I(3). Êàæäûé ÷ëåí â ýòîì ðàçëîæåíèè âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî, ïîñêîëüêó ñâîäèòñÿ ê Ãàóññîâîìó èíòåãðàëó.
Â ðåçóëüòàòå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðÿäà ïîλ.
Çàòðàâî÷íûå çíà÷åíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé îïðåäåëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íîé ÷àñòüþ ýôôåêòèâíîãî äåé-

ñòâèÿ (11.9), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîìó èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (11.2) (ïðèλ = 0). Òîãäà èíòåãðàëû (11.6,11.7)
ÿâëÿþòñÿ Ãàóññîâûìè è ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ÿâíî. Âñå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèèh è p ïðè λ = 0 ñâîäÿò-
ñÿ ê ýòèì çàòðàâî÷íûì ïàðíûì êîððåëÿöèîííûì ôóíêöèÿì. ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè (11.6) èìååò ñëåäóþùèé âèä

F0(t, r) =
∫

dω ddq

(2π)d+1
exp(−iωt + iqr)

2T

ω2 + D2q4
=

∫
ddq

(2π)d
exp(iqr)

T

Dq2
exp(−Dq2|t|) , (11.11)

ãäå ω � ÷àñòîòà è q � âîëíîâîé âåêòîð. Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ Ãðèíîâñêîé ôóíêöèè (11.7)

G0(t, r) = −
∫

dω ddq

(2π)d+1
exp(−iωt + iqr)

1
ω + iDq2

= iθ(t)
1

(4πDt)d/2
exp

(
− r2

4Dt

)
, (11.12)

ãäå θ(t) � ñòóïåíüêà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ïðè÷èííîñòè Ãðèíîâñêàÿ ôóíêöèÿG(t) ðàâíà íóëþ ïðè t < 0.
Óñðåäíÿÿ óðàâíåíèå (11.2) ïî ñòàòèñòèêå øóìà, ìû íàõîäèì ñîîòíîøåíèå

(∂t −D∇2)〈h〉 = 〈λ(∇h)2〉 . (11.13)

Ïðåäïîëàãàÿ îäíîðîäíîñòü â ïðîñòðàíñòâå, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (11.13) îïðåäåëÿåò âåëè-
÷èíó äðåéôà 〈∂th〉. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî λ ìû íàõîäèì èç (11.11)

〈λ(∇h)2〉0 =
∫

ddq

(2π)d

T

D
.

Ýòîò èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ óëüòðàôèîëåòîâûì (ðàñõîäèòñÿ ïðè áîëüøèõ q), è íå ìîæåò áûòü, ñëåäîâàòåëüíî,
âû÷èñëåí â ðàìêàõ ìàêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä â ïðàâîé ÷àñòè (11.13) ñëåäóåò
âêëþ÷èòü â ïåðåîïðåäåëåíèå ñðåäíåé ñêîðîñòèV äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè (ðîñòà êðèñòàëëà èëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ïëàìåíè), êîòîðàÿ ââåäåíà ñîîòíîøåíèåì (11.1). Òî æå îòíîñèòñÿ è ê âêëàäàì áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà â〈∂th〉:
âñå îíè ÿâëÿþòñÿ óëüòðàôèîëåòîâûìè è äîëæíû áûòü âêëþ÷åíû â ïåðåîïðåäåëåíèåV . Òàêèì îáðàçîì, è ñ
ó÷åòîì ôëóêòóàöèîííûõ ïîïðàâîê 〈∂th〉 ñëåäóåò ñ÷èòàòü íóëåâûì.
Ðàññìîòðèì ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèéh è p. Êàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (11.10)

äëÿ ÷ëåíà âçàèìîäåéñòâèÿ â ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè, ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàììàìè ñ ëè-
íèÿìè, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ (11.11) è Ãðèíîâñêóþ ôóíêöèþ (11.12), è
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Ðèñ. 33: Âêëàä â ñðåäíåå çíà÷åíèå ∂th.

âåðøèíàìè òðåòüåãî ïîðÿäêà, êàæäîé èç êîòîðûõ ñîïîñòàâëÿþòñÿ ìíîæèòåëüλ. Êàê è ðàíüøå (ñìîòðè ïàðà-
ãðàô 10), ìû áóäåì èçîáðàæàòü ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ñïëîøíîé ëèíèåé, à Ãðèíîâñêóþ ôóíêöèþ �
êîìáèíèðîâàííîé (ñïëîøíîé-ïóíêòèðíîé) ëèíèåé (òîãäà ñïëîøíûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ïîëþh, à ïóíêòèðíàÿ
ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóêò ïîëþ p). Êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ (11.10), ðàçëîæåíèå â ðÿä òåîðèè âîçìóùåíèé ñîäåðæèò
ãðàäèåíòû ïîëÿ h, òî åñòü ñïëîøíîé ëèíèè, âõîäÿùåé â íåêîòîðóþ âåðøèíó, ñëåäóåò ñîïîñòàâëÿòü ãðàäèåíòF0

èëè G0 (â çàâèñèìîñòè îò òèïà ëèíèè). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñóíêå 33 ïðèâåäåíà äèàãðàììà, êîòîðàÿ äàåò
ïîïðàâêó ê 〈∂th〉. Îíà ïðåäñòàâëÿåò íóëåâîé ïî λ ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (11.13), êîòîðîå îáñóæäàëîñü
âûøå.
Ñðàâíèâàÿ ÷ëåí âçàèìîäåéñòâèÿ (11.10) ñî âòîðûì ÷ëåíîì â êâàäðàòè÷íîì äåéñòâèè (11.9), ìû ïðèõîäèì ê

âûâîäó, ÷òî òåîðèÿ âîçìóùåíèé ñòðîèòñÿ ïî ïàðàìåòðóλhch/D, ãäå hch � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ïîëÿ h. Åñëè
d > 2, òî ñðåíåêâàäðàòè÷íàÿ ôëóêòóàöèÿ ïîëÿh íà ìàñøòàáå r ìîæåò áûòü îöåíåíî ñ ïîìîùüþ (11.11)

h2
r ∼ F0(t = 0, r) ∼ T

D
r2−d . (11.14)

Êàê âèäíî èç ýòîãî âûðàæåíèÿ, ôëóêòóàöèè h ìàêñèìàëüíû íà ìàñøòàáå r ∼ Λ−1, òî åñòü h2
ch ∼ TΛd−2/D.

Ïîýòîìó áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðîì, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ñèëó ôëóêòóàöèé, ÿâëÿåòñÿλ2h2
ch/D2 ∼ Tλ2Λd−2/D3.

Åñëè ýòîò ïàðàìåòð ìàë, òî ôëóêòóàöèè ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè, è ïîïðàâêè ê (11.11,11.12) íåçíà÷èòåëüíû íà âñåõ
ìàñøòàáàõ. Åñëè æå ýòîò ïàðàìåòð âåëèê, òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðåæèìå ñèëüíîé ñâÿçè, è î÷åíü òðóäíî
ñêàçàòü î íåé ÷òî-ëèáî îïðåäåëåííîå. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàçìåðíîñòèd ≤ 2. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè t = 0 èíòåãðàë
(11.11) ïî q ðàñõîäèòñÿ ïðè ìàëûõ q, òî åñòü îí îïðåäåëÿåòñÿ øêàëàìè ïîðÿäêà ðàçìåðîâ ñèñòåìû. Â ýòîì
ñëó÷àå ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ôëóêòóàöèþh2 íà ìàñøòàáå r ìîæåò áûòü îöåíåíà ÷åðåç ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ
ôóíêöèþ, ãäå èñêëþ÷åíû ôëóêòóàöèè ïîëÿh íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ (ïîðÿäêà ðàçìåðà ñèñòåìû):

h2
r ∼ F0(t = 0, 0)− F0(t = 0, r) ∼ T

D
r2−d , (11.15)

êàê ñëåäóåò èç (11.11). Ìû âèäèì, ÷òî ïðèd ≤ 2 ôëóêòóàöèè ïîëÿ h ðàñòóò ñ ðîñòîì ìàñøòàáà r. Ïîýòîìó ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàçìåðå ñèñòåìû ìû îáÿçàòåëüíî ïîïàäàåì â ðåæèì ñèëüíîé ñâÿçè. Òåì íå ìåíåå, åñëè
Tλ2/(D3Λ2−d) ¿ 1, òî ñóùåñòâóåò îáëàñòü ìàñøòàáîâ, ãäå ôëóêòóàöèè ïîëÿh ñëàáû. Ýòà îáëàñòü ìàñøòàáîâ
îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì λhr/D ¿ 1, òî åñòü [D3/(Tλ2)]1/(2−d) À r À Λ−1. Çäåñü ïîïðàâêè ê (11.11,11.12)
ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Äëÿ á�îëüøèõ æå ìàñøòàáîâ òåîðèÿ âîçìóùåíèé íå ðàáîòàåò, òàì
êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè h ñèëüíî ðåíîðìèðóþòñÿ.
Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ðàçìåðíîñòü d = 2 ÿâëÿåòñÿ ìàðãèíàëüíîé. Èìåííî ýòîò ñëó÷àé ìû àíàëèçèðóåì äàëåå.

Â ðàçìåðíîñòè d = 2 óñëîâèå ñëàáîñòè ôëóêòóàöèé íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ èìååò âèäTλ2/D3 ¿ 1. Îíî áóäåò
ïðåäïîëàãàòüñÿ â äàëüíåéøåì. Â ðàçìåðíîñòè d = 2 âûðàæåíèå (11.15) ïåðåõîäèò â h2

r ∼ (T/D) ln(Λr). Ïàðà-
ìåòð λhr/D, õàðàêòåðèçóþùèé ñèëó ôëóêòóàöèé, îñòàåòñÿ ìàëûì â îáëàñòè ìàñøòàáîâΛ−1 ¿ r ¿ Rc, ãäå
ln(RcΛ) ∼ D3

Tλ2 . Â òåðìèíàõ êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêè Rc ñîîòâåòñòâóåò äëèíå êîíôàéíìåíòà (íåâûëåòàíèÿ
êâàðêîâ). Íà ìàñøòàáàõ r >∼ Rc âûðàæåíèÿ (11.11,11.12) äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé (11.6,11.7) ñóùåñòâåííî
ìîäèôèöèðóþòñÿ. Ê ñîæàëåíèþ, î÷åíü òðóäíî ñêàçàòü ÷òî-ëèáî îïðåäåëåííîå îá ýòîé îáëàñòè ñèëüíîé ñâÿçè.
Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â îñíîâíîì îáëàñòü ñëàáîé ñâÿçèΛ−1 < r < Rc.
Ïåðâûå ïîïðàâêè ê Ãðèíîâñêîé ôóíêöèè (11.7) è ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (11.6) îïðåäåëÿþò-

ñÿ äèàãðàììàìè, ïðèâåäåííûìè íà ðèñóíêàõ 34 è 35, ñîîòâåòñòâåííî. Íà ýòèõ äèàãðàììàõ èìååòñÿ ïåòëÿ
G− F , êîòîðîé (ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà) ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå (â Ôóðüå-
ïðåäñòàâëåíèè)

∫
dν d2k

(2π)3
(k2 + qk)(k + q)F0(ν, k)G0(ν + ω, k + q) ,

ãäå ω è q � ÷àñòîòà è âîëíîâîé âåêòîð Ãðèíîâñêîé ôóíêöèè èëè ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, ê êîòîðîé
âû÷èñëÿåòñÿ ïîïðàâêà. Âûïèñàííîå âûðàæåíèå ïðîïîðöèîíàëüíîq ln(Λ/q), ãäå ëîãàðèôì ïðîèñõîäèò èç îáëà-
ñòè èíòåãðèðîâàíèÿ q < k < Λ. Ñóììèðóÿ çàòåì ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêèé ðÿä ñ ïåòëåéG − F â âûðàæåíèè
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q q

Â ¿

Ðèñ. 34: Ïåðâàÿ ïîïðàâêà ê Ãðèíîâñêîé ôóíêöèè.

q q

Â ¿

q
¶

µ

³

´
q

Ðèñ. 35: Ïåðâûå ïîïðàâêè ê ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.

äëÿ Ãðèíîâñêîé ôóíêöèèG, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïåòëÿG−F äàåò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïîïðàâêó ê `êîýô-
ôèöèåíòó äèôôóçèè' D. F − F ïåòëå íà ðèñóíêå 35 ñîîòâåòñòâóåò (ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà) ñëåäóþùåå
àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå (â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè)

∫
dν d2k

(2π)3
(k2 + qk)2F0(ν, k)F0(ν + ω, k + q) ,

ãäå ω è q � ÷àñòîòà è âîëíîâîé âåêòîð ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, ê êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ïîïðàâêà.
Âûïèñàííîå âûðàæåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî ln(Λ/q), êîòîðûé ïðîèñõîäèò èç îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ q < k < Λ.
Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèå äëÿ ïîïðàâêè êF , îáóñëîâëåííîé äèàãðàììîé ñ ïåòëåéF − F , ìû íàõîäèì, ÷òî F − F
ïåòëÿ äàåò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïîïðàâêó ê `òåìïåðàòóðå'T .
Ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïðè d = 2 âîçíèêàþò ëîãàðèôìè÷åñêèå ïîïðàâêè ê ïàðàìåòðàì êîððåëÿöèîííûõ

ôóíêöèé. Â ýòîé ñèòóàöèè íàèáîëåå óäîáíûì ñïîñîáîì àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ðåíîðì-ãðóïïà. Íèæå ìû âûâîäèì
ðåíîðì-ãðóïïîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ (11.5).
Ñäåëàåì ýëåìåíòàðíûé øàã ðåíîðì-ãðóïïîâîé ïðîöåäóðû. Äëÿ ýòîãî ðàçäåëèì ïîëÿh è p íà áûñòðóþ è

ìåäëåííóþ ÷àñòè:

h = h′ + h̃ , p = p′ + p̃ , (11.16)

ãäå áûñòðûå êîìïîíåíòû h̃ è p̃ ñîäåðæàò Ôóðüå-ãàðìîíèêè ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè îòΛ′ äî Λ. (Êàê è â ïàðàãðà-
ôå 10), ìû íå ââîäèì îãðàíè÷åíèé ïî ÷àñòîòàì äëÿ áûñòðûõ ïîëåé.) Çàòåì íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî̃h è
p̃ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè exp(iI) ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ìåäëåííûõ
ïîëåé:

exp(iI ′) =
∫
Dh̃Dp̃ exp(iI) . (11.17)

Ïîäñòàâëÿÿ äåêîìïîçèöèþ (11.16) â (11.5), ìû ïîëó÷àåì

I = I(h′, p′) + I(h̃, p̃) + Iint , (11.18)

Iint = −λ

∫
dt d2r

{
p′(∇h̃)2 + 2p̃∇h′∇h̃

}
. (11.19)

Êàê îáû÷íî, ìû îïóñòèëè â (11.19) ëèíåéíûé ïî áûñòðûì ïîëÿì ÷ëåí, ïîñêîëüêó îí íå ïðîèçâîäèò èíòåðåñó-
þùèõ íàñ ëîãàðèôìîâ. Äàëåå, ðàñêëàäûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (11.17) ïîIint, ìû ïîëó÷àåì

I ′(h′, p′)− I(h′, p′) = 〈Iint〉+
i

2
〈I2

int

〉− 1
6

〈I3
int

〉
+ . . . , (11.20)

ãäå óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî áûñòðûì ïîëÿì, è, êàê îáû÷íî, íàäî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå òîëüêî
ñâÿçíûå äèàãðàììû.



90

Â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ñðåäíåå â ïðàâîé ÷àñòè (11.20) ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
exp[iĨ(2)], ãäå Ĩ(2) � ÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà â äåéñòâèè äëÿ áûñòðûõ ïåðåìåííûõ, ñìîòðè (11.9). Ýòî ïðèáëè-
æåíèå íàçûâàåòñÿ îáû÷íî îäíîïåòëåâûì. Òîëüêî ÷ëåíû âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà â ñîîòíîøåíèè (11.20) ñî-
äåðæàò ëîãàðèôìû, è, ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî ýòè ÷ëåíû ñëåäóåò óäåðæàòü ïðè âû÷èñëåíèèI ′(h′, p′)−I(h′, p′).
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (11.19) â ñîîòíîøåíèå (11.20), ìû íàõîäèì ñëåäóþùèå âêëàäû âI ′(h′, p′)− I(h′, p′):

∫
dt d2r ∆λp′(∇h′)2 = −2λ3

∫
dt1 dr1

∫
dt2 d2r2

∫
dt3 d2r3

〈
p′1(∇h̃1)2p̃2∇h′2∇h̃2p̃3∇h′3∇h̃3

〉
, (11.21)

∫
dt d2r ∆Tp′2 =

λ2

2

∫
dt1 d2r1

∫
dt2 d2r2

〈
p′1(∇h̃1)2p′2(∇h̃2)2

〉
, (11.22)

∫
dt d2r ∆D∇p′∇h′ = 2iλ2

∫
dt1 d2r1

∫
dt2 d2r2

〈
p′1(∇h̃1)2p̃2∇h′2∇h̃2

〉
. (11.23)

Îòìåòèì, ÷òî îòñóòñòâóþò ïîïðàâêè ê ÷ëåíó p∂th â ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè (11.5), ïîñêîëüêó Iint, îïðåäåëÿ-
åìîå (11.19), ñîäåðæèò òîëüêî ãðàäèåíòû h. Ñðåäíèå îò áûñòðûõ ïåðåìåííûõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèé
(11.21,11.22,11.23) ìîæíî ïðè ïîìîùè òåîðåìû Âèêà âûðàçèòü ÷åðåç ñðåäíèå îò áûñòðûõ ïåðåìåííûõ, êîòî-
ðûå ïðè Λ′ < q < Λ (èëè Λ−1 < r < Λ′−1) îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè (11.11,11.12). Â ìåäëåííûõ ïîëÿõ â
âûðàæåíèÿõ (11.21,11.22,11.23) àðãóìåíòû ìîæíî ñäåëàòü èäåíòè÷íûìè (ñêàæåì, âñå òðè ïîëîæèòü ðàâíûìè
t1, r1), ïîñêîëüêó ìåäëåííîå ïîëå ñëàáî ìåíÿåòñÿ íà ìàñøòàáåΛ′−1, õàðàêòåðíîì äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé
áûñòðûõ ïîëåé. Ïîñëå ýòîãî èíòåãðàëû ïî t2, t3 è r2, r3 ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ÿâíî (äëÿ ýòîãî ëó÷øå ïåðåéòè
â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèå è ïî êîîðäèíàòàì, è ïî âðåìåíè). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì

∆λ = 0 , ∆D = 0 , ∆T =
λ2T 2

2πD3
ln(Λ/Λ′) . (11.24)

Ðàçóìååòñÿ, îòñóòñòâèå ïîïðàâîê ê λ è D íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì. Îíî ñâÿçàíî ñ íåêîòîðûìè ñèììåòðèéíûìè
ñâîéñòâàìè ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ äàëåå.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ñèëó (11.24)∆T/T ïðîïîðöèîíàëüíî ïàðàìåòðóTλ2/D3, êîòîðûé ìû ñ÷èòàåì

ìàëîé âåëè÷èíîé. Ïîýòîìó âîçìîæåí òàêîé âûáîðΛ′, ïðè êîòîðîì ln(Λ/Λ′) ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé âåëè÷èíîé, â òî
âðåìÿ êàê îòíîñèòåëüíàÿ ïîïðàâêà ê T ìàëà. Èìåííî òàêîé âûáîð ìû èìååì â âèäó. Èñêëþ÷èâ ïåðåìåííûå ñ
âîëíîâûìè âåêòîðàìè âïëîòü äîΛ′, ìû ìîæåì çàòåì ïîâòîðèòü ïðîöåäóðó èñêëþ÷åíèÿ áûñòðûõ ïåðåìåííûõ,
ñäâèãàÿ òåì ñàìûì òåêóùóþ îáðåçêóΛ′ â ñòîðîíó ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ (â îáëàñòü áîëüøèõ ìàñøòàáîâ).
Òåì ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê ìíîãîøàãîâîé ïðîöåäóðå èñêëþ÷åíèÿ áûñòðûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè ïðè êàæäîì øàãå
îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèåT ìàëî, òî ýòîò ïàðàìåòð èçìåíÿåòñÿ ïðè ýòîé ìíîãîøàãîâîé ïðîöåäóðå â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

dT

dξ
=

λ2T 2

2πD3
, ξ = ln(Λ/Λ′) . (11.25)

Ïàðàìåòðû æå λ è D â ñîîòâåòñòâèè ñ (11.24) îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.
Èç (11.25) ñëåäóåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

dg

dξ
= g2 (11.26)

äëÿ ïàðàìåòðà

g =
λ2T

2πD3
, (11.27)

êîòîðûé èãðàåò ðîëü áåçðàçìåðíîé êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ. Ìû íàçûâàåì âåëè÷èíó, ïîä÷èíÿþùóþñÿ óðàâ-
íåíèþ (11.26), èíâàðèàíòíûì çàðÿäîì. Ïîñêîëüêó èíâàðèàíòíûé çàðÿä ðàñòåò ñ ðîñòîì ìàñøòàáà, ìû ñòàë-
êèâàåìñÿ ñ ñèòóàöèåé `àñèìïòîòè÷åñêîé ñâîáîäû' (òåðìèí èç êâàíòîâîé õðîìîäèíàìèêè, â ðàìêàõ êîòîðîé ýòî
ÿâëåíèå áûëî âïåðâûå èññëåäîâàíî). Óðàâíåíèå (11.26) èìååò õîðîøî èçâåñòíîå ðåøåíèå

g =
g0

1− g0 ln(Λ/Λ′)
,

ãäå g0 � çíà÷åíèå êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ∼ Λ−1. Ìû êàê ðàç ïðåäïîëîæèëè, ÷òî êîì-
áèíàöèÿ Tλ2/D3 ìàëà íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ, òî åñòüg0 ¿ 1. Òîãäà, íåñìîòðÿ íà ðîñò êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ
g ñ ìàñøòàáîì, îíà îñòàåòñÿ ìàëîé âïëîòü äî ìàñøòàáàRc, ãäå ln(ΛRc) = g−1

0 , ÷òî äàåò

ln(RcΛ) =
D3

2πTλ2
, (11.28)
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ãäå ôèãóðèðóþò çàòðàâî÷íûå êîíñòàíòû. Íà øêàëàõ áîëüøå, ÷åìRc, ìû íå ìîæåì ïðèìåíÿòü ÐÃ-ìåòîä, ïî-
ñêîëüêó êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàíîâèòñÿ óæå íå ìàëîé, ýòî îáëàñòü ñèëüíîé ñâÿçè.
Íåêîòîðûå ñâîéñòâà êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèéh ìîæíî óñòàíîâèòü, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñèììåòðèè óðàâíå-

íèÿ (11.2). Ïðåæäå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ýòè ñâîéñòâà, óäîáíî íåñêîëüêî èçìåíèòü ôîðìó óðàâíåíèÿ (11.2),
ïåðåìàñøòàáèðîâàâ ïîëå h è âðåìÿ t. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èçìåíÿþòñÿ êîýôôèöèåíòûλ è D.
Íàì áóäåò óäîáíî âûáðàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: λ = 1/2 è D = 1. Òîãäà óðàâíåíèå (11.2) ïåðåïèñûâàåòñÿ â
ñëåäóþùåì âèäå:

∂th =
1
2
(∇h)2 +∇2h + ζ . (11.29)

Åñëè d 6= 2, òî ïàðàìåòð T òàêæå ìîæåò áûòü ïåðåîïðåäåëåí, åñëè âêëþ÷èòü â èãðó ïåðåìàñøòàáèðîâàíèå
êîîðäèíàò. Òîãäà åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì òåîðèè îñòàíåòñÿ óëüòðàôèîëåòîâàÿ îáðåçêàΛ. Îäíàêî äàëåå íàì
óäîáíåå áóäåò ñîõðàíÿòü ïàðàìåòð T . Â ðàçìåðíîñòè d = 2 îáëàñòü ñëàáîé ñâÿçè ñóùåñòâóåò ïðèT ¿ 1.
Óðàâíåíèå (11.29) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ

h(t, r) → h(t, r − vt)− vr , ζ(t, r) → ζ(t, r − vt) , (11.30)

ãäå v � ïðîèçâîëüíûé èíôèíèòåçåìàëüíûé ïàðàìåòð. Ñîîòíîøåíèå (11.3) òàêæå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ (11.30). Òàêèì îáðàçîì ïðîáëåìà KPZ èìååò ñèììåòðèþ, êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü Ãàëèëååâñêîé
èíâàðèàíòíîñòüþ, òàê êàê ïðåîáðàçîâàíèå (11.30) íàïîìèíàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåÿ. Íà ñàìîì äåëå èíâàðè-
àíòíîñòü ïðîáëåìû KPZ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (11.30) ñâÿçàíà ñ èñõîäíîé âðàùàòåëüíîé èíâàðèàíòíî-
ñòüþ ïðîáëåìû. Ïðåîáðàçîâàíèå (11.30) âîçíèêàåò, åñëè ïðîèçâåñòè ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò, çàòðàãèâàþùèé
îñü Z, êàê ñëåäóåò èç (11.1). Èíâàðèàíòíîñòü ïðîáëåìû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (11.30) ïîêàçûâàåò, ÷òî
÷ëåíû ñ ∂th è ñ (∇h)2 â óðàâíåíèè KPZ äîëæíû èìåòü îäèí è òîò æå çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ðåíîðìèðîâêå.
Ýòî îáúÿñíÿåò îòñóòñòâèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïîïðàâîê êλ, êîòîðîå ìû óñòàíîâèëè â ðàìêàõ ÐÃ-ïðîöåäóðû, òàê
êàê íå ìîæåò âîçíèêàòü ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïîïðàâîê ê ÷ëåíó∂th â ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè.
Ïðîáëåìà KPZ îáëàäàåò èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè â ðàçìåðíîñòèd = 1. Ãëàâíàÿ îñîáåííîñòü ýòîãî ñëó÷àÿ

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåëèíåéíûé ÷ëåí â óðàâíåíèè (11.29) ñîõðàíÿåò `ýíåðãèþ'

U =
1
2

∫
dx (∂xh)2 . (11.31)

Äåéñòâèòåëüíî,
∫

dx
δU
δh

(∂xh)2 = −
∫

dx ∂2
xh(∂xh)2 = −1

3

∫
dx ∂x(∂xh)3 → 0 . (11.32)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ `ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà'

P(h) ∝ exp (−U/T ) , (11.33)

ãäå P � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äëÿ îäíîâðåìåííûõ ôóíêöèé ïîëÿh. Îáîñíîâàíèå ýòîãî óòâåðæäå-
íèÿ ìîæíî íàéòè â ïðèëîæåíèè A. Ïðåæäå âñåãî, óðàâíåíèå (11.29) èìååò âèä (A20,A23) ñΞ̂ = 1 è ḡ = (∂xh)2/2.
Âòîðîå èç óñëîâèé (A24) ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ (11.32). ×òî æå êàñàåòñÿ ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ, òî ìû äîëæ-
íû ñíà÷àëà çàïèñàòü δḡ(x)/δh(x1) = ∂xh(x)δ′(x−x1). Äàëåå çäåñü íàäî ïîëîæèòü x = x1, ÷òî äàåò íåîïðåäåëåí-
íîñòü. Ïîýòîìó íàäî âñïîìíèòü, ÷òî ðåàëüíî δ(x) ïðåäñòàâëÿåò ñèììåòðè÷íóþ `øàïî÷êó' δλ(x), äëÿ êîòîðîé
δ′λ(0) = 0. Òàêèì îáðàçîì, δḡ(x)/δh(x) = 0, ÷òî äàåò ïåðâîå óñëîâèå â (A24). Èòàê, âñå óñëîâèÿ, âåäóùèå ê
(11.33), ñîáëþäåíû.
Ðàñïðåäåëåíèå (11.33) ÿâëÿåòñÿ Ãàóññîâûì, è ïîòîìó âñå îäíîâðåìåííûå ôóíêöèèh ñâîäÿòñÿ ê ïàðíîé êîð-

ðåëÿöèîííîé ôóíêöèè

F (x1 − x2) = 〈h(t, x1)h(t, x2)〉 . (11.34)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (11.34) ôóíêöèÿF (x) îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

F (x) =
∫ +∞

−∞

dq

2π
exp(iqx)

T

q2
. (11.35)

Êàê è ðàíåå (â ðàçìåðíîñòè d < 2), ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ èíôðàêðàñíîé ðàñõîäèìîñòüþ, òî åñòü îñíîâíîé âêëàä
â ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ h ñâÿçàí ñ ôëóêòóàöèÿìè ñ ìàñøòàáîì ïîðÿäêà ðàçìåðà ñèñòåìû. ×òîáû
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îöåíèòü âåëè÷èíó ôëóêòóàöèé ïîëÿh íà äàííîì ìàñøòàáåx, íàäî èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó 〈(h1−h2)2〉, â êîòîðîé
âû÷òåí âêëàä äëèííîâîëíîâûõ ôëóêòóàöèé. Çäåñü h1 = h(t, x1), h2 = h(t, x2) è x = x1 − x2. Ìû íàõîäèì èç
(11.35)

〈(h1 − h2)2〉 = T |x1 − x2| , (11.36)

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè ñêåéëèíãîâîå (ñòåïåííîå) ïîâåäåíèå âåëè÷èíû〈(h1−h2)2〉. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæå-
íèå (11.36) ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìó ñèëüíîé ñâÿçè, ïîñêîëüêó îíî ïîëó÷åíî â ïðåäåëåΛ →∞, ÷òî â ðàçìåðíîñòè
d < 2 ñîîòâåòñòâóåò èìåííî ñèëüíîìó âçàèìîäåéñòâèÿ ôëóêòóàöèéh. Ýòî ïîçâîëÿåò âûñêàçàòü ïðåäïîëîæåíèå,
÷òî è ïðè d > 1 â ðåæèìå ñèëüíîé ñâÿçè 〈(h1 − h2)2〉 ∝ |x1 − x2|ζ . Â ÷àñòíîñòè, òàêîå ïîâåäåíèå îæèäàåòñÿ ïðè
d = 2 íà ìàñøòàáàõ áîëüøåRc. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîäòâåðæäàþò äàííûå, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (11.29) íà êîìïüþòåðå.
Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå ïîëíîé èíôîðìàöèè îá îäíîâðåìåííûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõh ïðè d = 1, ïðàê-

òè÷åñêè íè÷åãî íå èçâåñòíî î ðàçíîâðåìåííûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ ïîëÿh ïðè d = 1. Ýòîò ÿâëÿåòñÿ
îòðàæåíèåì òîãî ôàêòà, ÷òî ñèñòåìà ðåàëüíî íàõîäèòñÿ â ðåæèìå ñèëüíîé ñâÿçè, è ïîòîìó íèêàêèå ñîîáðàæå-
íèÿ, îñíîâàííûå íà òåîðèè âîçìóùåíèé, íå ðàáîòàþò. Îäíîâðåìåííûå æå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèèh óäàëîñü
íàéòè òîëüêî áëàãîäàðÿ ñïåöèàëüíîìó ñâîéñòâó (11.32).

Ïðåîáðàçîâàíèå Êîóëà-Õîïôà

Óðàâíåíèå (11.29) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ëèíåéíîìó, åñëè ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé

Ψ = exp(h/2) . (11.37)

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èçâåñòíî, êàê ïðåîáðàçîâàíèå Êîóëà-Õîïôà. Â òåðìèíàõ ôóíêöèèΨ óðàâíåíèå (11.29)
ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂tΨ = ∇2Ψ + (ζ/2)Ψ . (11.38)

Òàêèì îáðàçîì âìåñòî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (11.29) ìû ïðèõîäèì ê ëèíåéíîìó. Îäíàêî âìåñòî àääèòèâíîãî
øóìà â ýòîì óðàâíåíèè èìååòñÿ øóì ìóëüòèïëèêàòèâíûé. Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå Êîóëà-Õîïôà íå âåäåò ê
àâòîìàòè÷åñêîìó ðåøåíèþ ïðîáëåìû KPZ. Áîëåå òîãî, êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèèΨ íå îáëàäàþò íèêàêèì ïðî-
ñòûì ñêåéëèíãîâûì ïîâåäåíèåì, (êîòîðîå îæèäàåòñÿ äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèéh). Òåì íå ìåíåå, ïðåäñòàâ-
ëåíèå (11.37) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðÿä èíòåðåñíûõ ñîîòíîøåíèé, êàñàþùèõñÿ ðåæèìà ñèëüíîé ñâÿçè, êîòîðûå
ðàññìàòðèâàþòñÿ äàëåå.
Èñõîäÿ èç (11.38), ìîæíî ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå äëÿ ïîëÿΨ, êîòîðîå èìååò âèä

ICH =
∫

dt ddr

{
P∂tΨ− P∇2Ψ +

iT

4
P 2Ψ2

}
, (11.39)

ãäå P âñïîìîãàòåëüíîå ïîëå, `ñîïðÿæåííîå'Ψ. Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè âåëè÷èíûΨ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû,
ïîäîáíî (11.6), êàê ôóíêöèîíàëüíûå èíòåãðàëû:

〈Ψ1 . . . ΨN 〉 =
∫
DΨDP exp (iICH)Ψ1 . . . ΨN . (11.40)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàïèñûâàþòñÿ è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè, âêëþ÷àþùèå âñïîìîãàòåëüíîå ïîëåP . Îò-
ìåòèì, ÷òî ñðåäíåå Ψ íóëþ íå ðàâíî, êàê ýòî î÷åâèäíî èç ïðåäñòàâëåíèÿ (11.37). Ïîýòîìó, íàïðèìåð, òåîðèþ
âîçìóùåíèé ñëåäóåò ñòðîèòü ïî îòêëîíåíèþΨ îò åãî ñðåäíåãî.
Ìîæíî ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïîñòðîèòü ðåíîðì-ãðóïïîâóþ ïðîöåäóðó äëÿ ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ (11.39).

Ïðîäåëàåì ýëåìåíòàðíûé øàã ÐÃ-ïðîöåäóðû, ðàçäåëèâ ïîëÿ íà áûñòðóþΨ̃, P̃ è ìåäëåííóþ Ψ′, P ′ ÷àñòè. Òîãäà
äåéñòâèå (11.39) ðàçáèâàåòñÿ íà ñóììóICH(Ψ′, P ′)+ICH(Ψ̃, P̃ )+Iint. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé ðåíîðì-ãðóïïû
â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè äîñòàòî÷íî ñîõðàíèòü ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ïîΨ̃, P̃ :

Iint =
iT

4

∫
dt ddr

{
(P ′)2Ψ̃2 + P̃ 2(Ψ′)2 + 4P ′Ψ′P̃ Ψ̃

}
. (11.41)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî áûñòðûì ïåðåìåííûì âîçíèêàåò ïîïðàâêà ê ÷åòâåðíîìó ÷ëåíó â äåéñòâèè äëÿ ìåäëåí-
íûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ ïðîèñõîäèò èç ñðåäíåãî ïî áûñòðûì ïåðåìåííûì âèäà〈[(P ′)2Ψ̃2]·[P̃ 2(Ψ′)2]〉. Îòìåòèì,
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÷òî ñðåäíåå 〈[P ′Ψ′P̃ Ψ̃] · [P ′Ψ′P̃ Ψ̃]〉 ðàâíî íóëþ â ñèëó ïðè÷èííîñòè. Â ðåçóëüòàòå âîñïðîèçâîäèòñÿ âûðàæåíèå
(11.24) äëÿ ïîïðàâêè ê T è äàëåå ÐÃ-óðàâíåíèå (11.26) â d = 2.
Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå (11.39) îêàçûâàåòñÿ ðåíîðìèðóåìûì, òî åñòü â ìàðãèíàëüíîé ðàçìåðíîñòèd = 2

âîñïðîèçâîäèòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïîïðàâîê ïðè èñêëþ÷åíèè áûñòðûõ ïåðåìåííûõ. Òàêèì
îáðàçîì ÷ëåí P∇2Ψ ðåíîðìèðóåòñÿ (òî÷íåå, îñòàåòñÿ íåèçìåííûì), êàê åäèíîå öåëîå. Íî ÷ëåí∇2Ψ ïîðîæäàåò
îáà âêëàäà, ñ êîýôôèöèåíòàìè λ è D â èñõîäíîì óðàâíåíèè (11.2). Ïîýòîìó çàêîíû ðåíîðìèðîâêè λ è D
äîëæíû áûòü èäåíòè÷íûìè. Ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî ê λ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïîïðàâîê íåò. Âñëåäñòâèå ýòîãî
äîëæíû îòñóòñòâîâàòü è ëîãàðèôìè÷åñêèå ïîïðàâêè êD, ÷òî íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ïðÿìûõ
ÐÃ-âû÷èñëåíèé (ñìîòðè âûøå).
Îêàçûâàåòñÿ, èñïîëüçóÿ δ-êîððåëèðîâàííîñòü âî âðåìåíè øóìà, ìîæíî ïîëó÷èòü çàìêíóòûå óðàâíåíèÿ äëÿ

îäíîâðåìåííûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé

SN (t, r1, . . . , rN ) = 〈Ψ(t, r1) . . . Ψ(t, rN )〉 exp
[
−T

4
NδΛ(0)

]
. (11.42)

Çäåñü ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü â ýêñïîíåíòå ñîîòâåòñòâóåò óëüòðàôèîëåòîâîé êîíñòàíòå, êîòîðóþ íàäî âêëþ÷èòü
â ïåðåîïðåäåëåíèå ñêîðîñòè äðåéôà. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ýòîò ìíîæèòåëü èãíîðèðóåòñÿ. Ïðîäåëûâàÿ ïðî-
öåäóðó, àíàëîãè÷íóþ âûâîäó óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà (ñìîòðè ïðèëîæåíèå A), ìû íàõîäèì èç (11.38)

∂tSN =
N∑

k=1

∇2
kSN +

T

2

∑

k>j

δΛ (rk − rj)SN . (11.43)

Â ÷àñòíîñòè äëÿ N = 2 ìû ïîëó÷àåì

∂tS2(t, r) = 2∇2S2 +
T

2
δΛ (r)S2 , (11.44)

ãäå r = r1 − r2.
Óðàâíåíèÿ (11.43) èìåþò âèä óðàâíåíèé Øðåäèíãåðà (â ìíèìîì âðåìåíè):∂tSN = −ĤNSN , ïðè÷åì ãàìèëü-

òîíèàí ĤN ñîîòâåòñòâóåò ïðèòÿãèâàþùèìñÿ Áîçå-÷àñòèöàì ñ êîðîòêîäåéñòâóþùèì ïîòåíöèàëîì. Ðàññìîòðèì
àñèìïòîòè÷åñêîå (íà áîëüøèõ âðåìåíàõ) ïîâåäåíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé (11.40). Ïðîèçâîëüíûå íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ (ñêàæåì, h = 0 ïðè t = 0, òî åñòü Ψ = 1 è SN = 1 ïðè t = 0) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñîáñòâåííûì
ôóíêöèÿì ΦNm ãàìèëüòîíèàíà ĤN :

(
ENm +

N∑

i=1

∇2
i

)
ΦNm = −T

2

∑

i<j

δ(ri − rj)ΦNm , (11.45)

ãäå ENm � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ Ãàìèëüòîíèàíà ĤN . Òîãäà çàâèñèìîñòü SN îò âðåìåíè çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäó-
þùåì âèäå

SN =
∑
m

Am exp (−ENmt)ΦNm ,

ãäå êîýôôèöèåíòû Am îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëîæåíèåì íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîSNm. Ïîñêîëüêó îñíîâíîå ñîñòî-
ÿíèå îáëàäàåò íàèìåíüøåé ýíåðãèåé, òî ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó î âûæèâàíèè òîëüêî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿĤN

íà áîëüøèõ âðåìåíàõ.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïðèòÿãèâàþùèõñÿ Áîçå-÷àñòèö ñ êîðîòêîäåéñòâóþùèì ïîòåíöèàëîì ïðèd ≤ 2

èìåþòñÿ ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ëþáîãî êîëè÷åñòâà ÷àñòèö, â òî âðåìÿ êàê ïðèd > 2 ñèòóàöèÿ ñëîæíåå. Åñëè
âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ñëàáî, òî èìååòñÿ òîëüêî íåïðåðûâíûé ñïåêòð, â òî âðåìÿ êàê ïðè ñèëüíîì âçàèìî-
äåéñòâèè âîçíèêàþò ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ (êðèòåðèé, ðàçëè÷àþùèé ýòè äâà ñëó÷àÿ, îáñóæäàëñÿ âûøå, îí ÿâíî
âêëþ÷àåò îáðåçêó Λ). Åñëè èìååòñÿ òîëüêî íåïðåðûâíûé ñïåêòð, òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò åãî äíó,
òî åñòü E = 0. Ïîýòîìó àñèìïòîòè÷åñêè ïî âðåìåíè SN âûéäåò íà ñòàöèîíàð: SN ∝ ΦN0. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò
ñëó÷àþ ñëàáîé ñâÿçè, êîãäà êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè (11.40) ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, â êî-
òîðîé íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì ÿâëÿåòñÿΨ = 1. Åñëè æå èìååòñÿ ñâÿçàííîå N -÷àñòè÷íîå ñîñòîÿíèå, òî èìåííî
îíî áóäåò îïðåäåëÿòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèåSN , ïðè÷åì ñîõðàíèòñÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè:

SN ∝ exp (−EN0t)ΦN0. (11.46)

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ñèëüíîé ñâÿçè.



94

Âîçâðàùàÿñü òåïåðü ê âûðàæåíèþ (11.37), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå ñèëüíîé ñâÿçè äîëæíà áûòü ÿâíàÿ
çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè â îäíîâðåìåííûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ h. Ñïðàøèâàåòñÿ, îòêóäà áåðåòñÿ ýòà
çàâèñèìîñòü? Äåëî â òîì, ÷òî ïðè íàëè÷èè ñèëüíîé ñâÿçè âîçíèêàþò íåíóëåâûå ñðåäíèå〈hn〉, ðàñòóùèå ñî âðå-
ìåíåì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñî âðåìåíåì íàêàïëèâàþòñÿ îäíîðîäíûå ôëóêòóàöèè ïîëÿh, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîÿñíèì ïðîèñõîæäåíèå ñðåäíèõ íà ôîðìàëüíîì ÿçûêå. Äëÿ ýòîãî íàäî âåðíóòüñÿ ê
ñîîòíîøåíèþ (11.13). Êàê ìû îáúÿñíèëè ðàíåå, â ñðåäíåì〈(∇h)2〉 èìååòñÿ óëüòðàôèîëåòîâûé âêëàä, êîòîðûé
íàäî âêëþ÷èòü â ïåðåîïðåäåëåíèå ñêîðîñòè äðåéôà ïîâåðõíîñòèV . Îäíàêî â ýòîì ñðåäíåì èìååòñÿ è èíôðà-
êðàñíûé âêëàä, êîòîðûé äëÿ d = 2 ìîæíî îöåíèòü, êàê R−2

c (íàïîìíèì, ÷òî ñåé÷àñ ìû ðàáîòàåì â ñèñòåìå
åäèíèö, ãäå D = 1, λ = 1/2). Ðàçóìååòñÿ, ýòîò âêëàä òàêæå ìîæíî âêëþ÷èòü â ïåðåîïðåäåëåíèåV , îäíàêî
íåâîçìîæíî èñêëþ÷èòü èíôðàêðàñíûå âêëàäû âî âñåõ ñðåäíèõ〈hn〉. Ýòè ñðåäíèå è êîíâåðòèðóþòñÿ â çàâèñè-
ìîñòü îò âðåìåíè êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé (11.42). Çàìåòèì, ÷òî íàëè÷èå îäíîðîäíûõ ñðåäíèõ íå âëèÿåò íà
ðàçíîñòü h(t, r1)− h(t, r2), òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ýòîé âåëè÷èíû îñòàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì.
Èñõîäÿ èç ïðèâåäåííûõ âûøå êà÷åñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò îæèäàòü|EN0| ∼ R−2

c ïðè d = 2. Ïðîâåðèì
ýòî îæèäàíèå, íàéäÿ â d = 2 ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿN = 2. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
Φ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè êîîðäèíàò r = r1 − r2, óðàâíåíèå (11.45) ïðèîáðåòàåò
ñëåäóþùèé âèä

(
E + 2∇2

)
Φ = −T

2
δΛ(r)Φ , (11.47)

ãäå ìû ââåëè çíà÷îê Λ ó δ-ôóíêöèè, ÷òîáû íàïîìíèòü î òîì, ÷òî ðåàëüíî ýòî - `øàïî÷êà', ðàçìàçàííàÿ íà
ìàñøòàáå Λ−1. Óðàâíåíèå (11.47) ìîæåò áûòü ðåøåíî ïðè óñëîâèè T ¿ 1 (÷òî ïðè d = 2 ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì
ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåðâàëà ìàñøòàáîâ, ãäå ñâÿçü ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé). Åãî ðåøåíèå èìååò âèä

Φ(r) = K0

(√
|E|
2

r

)
, (11.48)

8π

T
= ln

Λ√
|E| . (11.49)

Âûðàæåíèå (11.48) ñïðàâåäëèâî ïðèΛr À 1. Ïðè D = 1, λ = 1/2 ñîîòíîøåíèå (11.28) ïðèîáðåòàåò âèä ln(RcΛ) =
8π/T . Òàêèì îáðàçîì, êàê è îæèäàëîñü, |E| ∼ R−2

c .
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (11.48) êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿΨ îáëàäàåò ëîãàðèôìè÷åñêèì ïîâåäåíèåì ïðèRc > r >

Λ−1 è ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàåò íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõr > Rc. Òàêîãî æå òèïà ïîâåäåíèå îæèäàåòñÿ è äëÿ `ìíî-
ãî÷àñòè÷íûõ' ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèéΦN0, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèéSN (11.42).
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû âîññòàíîâèòü îäíîâðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèèh, íåîáõîäèìî
ÿâíî çíàòü âåñü íàáîð SN , òî åñòü âñå ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿΦN0.

Çàäà÷è

Çàäà÷à 11.1
Íàéòè EN0 â ðàçìåðíîñòè d = 1.

Ðåøåíèå çàäà÷è 11.1
Êàê ìû óæå óñòàíîâèëè,h(t, x1)−h(t, x2) îáëàäàåò Ãàóññîâîé ñòàòèñòèêîé, íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè. Âåëè÷èíû

æå 〈hn〉 îïðåäåëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ïî ïðîñòðàíñòâó ôëóêòóàöèÿìèh. Âçàèìíîé êîððåëÿöèè ìåæäó h(t, x1)−
h(t, x2) è îäíîðîäíûìè ôëóêòóàöèÿìèh íåò, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàâèñèìîñòü îòx â êîððåëÿöèîííûõ
ôóíêöèÿõ (11.42) íå îòäåëÿëàñü áû, êàê ýòî äîëæíî áûòü â ñîîòâåòñòâèè ñ (11.46). Â ðåçóëüòàòå ìû íàõîäèì

SN = 〈exp(Nh/2)〉 exp


−T

4

∑

i<j

|xi − xj |

 , (11.50)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè (11.36) è Ãàóññîâîñòü ñòàòèñòèêè ðàçíîñòåé. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âûðàæåíèå (11.50)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (11.45), òî åñòü íà áîëüøèõ âðåìåíàõ

〈exp(Nh/2)〉 = exp (−EN0t) , (11.51)
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â ñîîòâåòñòâèè ñ (11.46) (ìû ñäâèíóëè âðåìÿ òàê, ÷òîáû îáðàòèòü â åäèíèöó êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè).
×òîáû íàéòè EN0, ïðîùå âñåãî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäàxi óïîðÿäî÷åíû: x1 > x2 > · · · > xN . Òîãäà

SN ∝ exp

[
−T

4

N∑

k=1

(N + 1− 2k)xk

]
.

Òåïåðü ìû íàõîäèì â ñîîòâåòñòâèè ñ (11.45)

EN0SN = −
N∑

k=1

∂2

∂x2
i

SN = −T 2

48
N(N2 − 1)SN .

Çàäà÷à 11.2
Äèíàìèêà òðåõêîìïîíåíòíîãî ïîëÿϕ â ðàçìåðíîñòè 1 + 2 îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíå-

íèåì

∂tϕi = λεαβεikn∇αϕk∇βϕn + D∇2ϕi + ζi ,

ãäå εαβ è εikn ÿâëÿþòñÿ 2d è 3d àíòèñèììåòðè÷íûìè òåíçîðàìè, à ζ � ñëó÷àéíàÿ ñèëà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áåëûì
øóìîì:

〈ζi(t1, r1)ζj(t2, r2)〉 = 2Tδijδ(t1 − t2)δ(r1 − r2) .

Íàéòè ðåíîðì-ãðóïïîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâλ, D è T . Âûðàçèòü îòâåò ÷åðåç èíâàðèàíòíûé çàðÿä.
Çàäà÷à 11.3
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå KPZ (11.2) â ðàçìåðíîñòè 1 + 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T â ñîîòíîøåíèè (11.3) ðàâíî

T0 + δT (t, r) ãäå

δT (t, r) =
∫

dω d2q

(2π)3
exp(−iωt + iqr)Θ(ω, q) .

ÿâëÿåòñÿ ìàëîé ïîïðàâêîé ê T0. Find the main contribution to

S(ω, q) =
∫

dt d2r exp(iωt− iqr)〈h2(t, r)〉,

ãäå (ω, q) ëåæàò â îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé. Äîëæíû áûòü ïðèíÿòû âî âíèìàíèå ëîãàðèôìè-
÷åñêèå ïîïðàâêè. Îòâåò âûðàçèòü ÷åðåç èíâàðèàíòíûé çàðÿä.

12. ÄÂÓÌÅÐÍÀß ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈÊÀ

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû èçó÷àåì ðîëü òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé â äâóìåðíîé ãèäðîäèíàìèêå, òî åñòü ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè è èíòåðåñóåìñÿ âêëàäîì ôëóêòóàöèé â çàêîíû äèñïåðñèè
ñîáñòâåííûõ ìîä ñèñòåìû. Ìû ðàññìàòðèâàåì äâà ðàçëè÷íûõ êëàññà îáúåêòîâ. Âî-ïåðâûõ, ýòî òîíêèå ïëåíêè
æèäêîñòè íà òâåðäîé ïîäëîæêå, êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü äâóìåðíûìè íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ìàñøòàáàõ. Òàêèå
ïëåíêè â ñèëó èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîäëîæêîé íå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ñèñòåìàìè. Òåì íå ìåíåå, ìû îïèñûâàåì
èõ â ðàìêàõ äâóìåðíîé ãèäðîäèíàìèêè. Õîòÿ òàêîé ñëó÷àé ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíî ðåàëèçîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî,
çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé ìåòîäè÷åñêèé èíòåðåñ. Âïåðâûå åå ðàññìîòðåëè Forster, Nelson è Stephen
[1978]. Âçàèìîäåéñòâèå ñ ïîäëîæêîé îòñóòñòâóåò äëÿ ñâîáîäíî ïîäâåøåííûõ ïëåíîê. Îíè ÿâëÿþòñÿ âòîðûì
êëàññîì îáúåêòîâ, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì. Ñâîáîäíî ïîäâåøåííûå ïëåíêè òàêæå íå ìîãóò áûòü îïèñàíû
â ðàìêàõ ñîáñòâåííî äâóìåðíîé ãèäðîäèíàìèêè, ïîñêîëüêó îíè îáëàäàþò èçãèáíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, íàëè÷èå
êîòîðîé ñóùåñòâåííî èçìåíÿåò ñèòóàöèþ ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñòî äâóìåðíîé ãèäðîäèíàìèêîé. Ïîýòîìó ñëó÷àé
ñâîáîäíî ïîäâåøåííûõ ïëåíîê òðåáóåò îñîáîãî ðàññìîòðåíèÿ, êîòîðîå ïðèâåäåíî â êîíöå ïàðàãðàôà.
Ìû íà÷èíàåì ñ íåñæèìàåìîé 2d ãèäðîäèíàìèêè, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Íàâüå-Ñòîêñà

∂tv + (v∇)v = ν∇2v −∇P/ρ + ξ . (12.1)

Çäåñü v � ñêîðîñòü, ν � êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè,P � äàâëåíèå, ρ � 2d ïëîòíîñòü ìàññû (êîòîðàÿ
ñ÷èòàåòñÿ îäíîðîäíîé), è ξ � Ëàíæåâåíîâñêèå ñèëû (òåïëîâîé øóì). Óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà (12.1) äîëæíî
áûòü äîïîëíåíî óñëîâèåì íåñæèìàåìîñòè (ñîëåíîèäàëüíîñòè)

∇v = 0 . (12.2)
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Ëàíæåâåíîâñêèå ñèëû õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùåé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

〈ξα(t1, r1)ξβ(t2, r2)〉 =
Tν

ρ
δ(t1 − t2)

∫
d2q

(2π)2
(
q2δαβ − qαqβ

)
exp(iqr) , (12.3)

ãäå r = r1 − r2, à T � òåìïåðàòóðà. Çàìåòèì, ÷òî â íåñæèìàåìîì ñëó÷àå äàâëåíèåP íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé
äèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (12.1) è óñëîâèåì íåñæèìàåìîñòè (12.2), êîòîðûå
âåäóò ê ñîîòíîøåíèþ

ρ∇ [(v∇)v] = −∇2P , (12.4)

ñâÿçûâàþùåìó äàâëåíèå P ñî ñêîðîñòüþ v, ÷åðåç êîòîðóþ äàâëåíèå âûðàæàåòñÿ íåëîêàëüíûì è íåëèíåéíûì
îáðàçîì.
Ïîâòîðÿÿ ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ â ïàðàãðàôå 10, ìû ìîæåì ñâåñòè ïðîáëåìó âû÷èñëåíèÿ (ðàçíîâðåìåííûõ)

êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ôëóêòóèðóþùèõ âåëè÷èí ê ôóíêöèîíàëüíûì èíòåãðàëàì ñ âåñîìexp(iI) ãäå I �
ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå, ïîñòðîåííîå ïî óðàâíåíèþ (12.1):

I =
∫

dt d2r
{
pα∂tvα + pαvβ∂βvα + ν∂αpβ∂αvβ + i(Tν/ρ)(∂αpβ)2

}
. (12.5)

Çäåñü p � âñïîìîãàòåëüíîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ,∇p = 0, àíàëîãè÷íîìó óñëîâèþ íåñæèìàåìîñòè
∇v = 0 (óñëîâèå∇p = 0 ìîòèâèðóåòñÿ òåì, ÷òî ïîëåp äîëæíî ñîäåðæàòü ñòîëüêî æå ñòåïåíåé ñâîáîäû, ñêîëüêî
è v). Áëàãîäàðÿ óñëîâèþ∇p = 0 ÷ëåí ñ äàâëåíèåì â óðàâíåíèè Íàâüå-Ñòîêñà (12.1) âûïàäàåò èç ýôôåêòèâíîãî
äåéñòâèÿ (12.5). Ïîñëåäíèé ÷ëåí â ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè (12.5) ïîÿâëÿåòñÿ ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî ñòàòèñòèêå
Ëàíæåâåíîâñêèõ ñèë â ñîîòâåòñòâèè ñ (12.3).
Íàïðèìåð, ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñêîðîñòè çàïèñûâàåòñÿ, êàê ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàëüíûé èíòå-

ãðàë

Fαβ(t1 − t2, r1 − r2) = 〈vα(t1, r1)vβ(t2, r2)〉 =
∫
DvDp exp(iI)vα(t1, r1)vβ(t2, r2) . (12.6)

Ïîëåçíî ââåñòè òàêæå `ñìåøàííûå' êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè (êóäà âõîäèò ïîëåp), ñêàæåì, ïàðíóþ êîððåëÿ-
öèîííóþ ôóíêöèþ

Gαβ(t1 − t2, r1 − r2) = 〈vα(t1, r1)pβ(t2, r2)〉 =
∫
DvDp exp(iI)vα(t1, r1)pβ(t2, r2) , (12.7)

êîòîðóþ ìû áóäåì èìåíîâàòü ôóíêöèåé Ãðèíà. Ôóíêöèÿ Ãðèíà îïðåäåëÿåò âîñïðèèì÷èâîñòü ñèñòåìû. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê ñèñòåìå ïðèëîæåíà âíåøíÿÿ ðàñïðåäåëåííàÿ ñèëà. Òîãäà åå ïëîòíîñòüfα äîëæíà
áûòü äîáàâëåíà â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (12.1):

∂tv + (v∇)v = ν∇2v −∇P/ρ + ξ + f/ρ , (12.8)

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå óñëîâèå ∇f = 0. Ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû â ñèñòåìå âîçíèêàåò ñðåäíÿÿ
ñêîðîñòü 〈v〉, êîòîðàÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

〈vα(t1, r1)〉 = −i

∫
dt2 d2r2 Gαβ(t1 − t2, r1 − r2)fβ(t2, r2)/ρ . (12.9)

×òîáû ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå (12.9) íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü ÷ëåí ñ ñèëîé f â ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå (12.5),
èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå òèïà (12.6,12.7) äëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè〈vα〉 è ðàçëîæèòü exp(iI) äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî
f . Çàìåòèì, ÷òî èç (12.9) â ñèëó ïðè÷èííîñòè ñëåäóåò, ÷òîG(t) äîëæíî ðàâíÿòüñÿ íóëþ ïðèt < 0. ÔóíêöèèF è G
èñ÷åðïûâàþò íàáîð ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé, ïîñêîëüêó êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ〈pα(t1, r1)pβ(t2, r2)〉
ðàâíà íóëþ (äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ìîæíî íàéòè â ïàðàãðàôå 10).
Òåïåðü ìû ïðèñòóïàåò ê ðàññìîòðåíèþ ôëóêòóàöèîííûõ ýôôåêòîâ â äâóìåðíîé ãèäðîäèíàìèêå. Ïðåæäå

âñåãî, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ôëóêòóàöèé ñêîðîñòè, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ íåëèíåéíûì ÷ëåíîì â
óðàâíåíèè Íàâüå-Ñòîêñà, îïèñûâàåòñÿ ÷ëåíîì òðåòüåãî ïîðÿäêàI(3) â ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè (12.5). Ìîæíî ïî-
ñòðîèòü òåîðèþ âîçìóùåíèé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ðàçëîæåíèåì ôóíêöèîíàëüíûõ èíòåãðàëîâ ïîI(3). Ðàçëè÷íûå
÷ëåíû ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ äèàãðàììàìè, íà êîòîðûõ ôèãóðèðóþò âåðøèíû òðåòüåãî ïîðÿä-
êà. Ëèíèÿì íà ýòèõ äèàãðàììàõ ñîîòâåòñòâóþò çàòðàâî÷íûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè (12.6,12.7), à âåðøèííûå
ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðîé I(3). Ïåðâûå ïîïðàâêè ê êîððåëÿöèîííûì ôóíêöèÿì (12.6,12.7) îïðåäåëÿ-
þòñÿ äèàãðàììàìè, ïðèâåäåííûìè íà ðèñóíêàõ 11.7,11.48. Íàïîìíèì, ÷òî ñïëîøíûå ëèíèè íà ýòèõ äèàãðàììàõ
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ñîîòâåòñòâóþò êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (12.6), à êîìáèíèðîâàííûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò Ãðèíîâñêîé ôóíêöèè
(12.7) (ïðè÷åì åå ïóíêòèðíàÿ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóåò ïîëþp).
Àíàëèç ïåðâûõ (îäíîïåòëåâûõ) âêëàäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé âF è G ïîêàçûâàåò, ÷òî èõ ìîæíî èíòåðïðåòè-

ðîâàòü, êàê ëîãàðèôìè÷åñêèå ïîïðàâêè ê êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòèν. Òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ðÿäà âûñøèõ
âêëàäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìû îêàçûâàåìñÿ â ñèòóàöèè, êîòîðóþ íàèáîëåå åñòåñòâåííî àíà-
ëèçèðîâàòü â ðàìêàõ ðåíîðì-ãðóïïîâîé (ÐÃ) ïðîöåäóðû. Ïîýòîìó äàëåå ìû àíàëèçèðóåì ýëåìåíòàðíûé øàã
ÐÃ-ïðîöåäóðû, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â âûäåëåíèè `áûñòðûõ' ÷àñòåé ïîëåé ñ ïîñëåäóþùèì èíòåãðèðîâàíèåì
ïî íèì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè exp(iI), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòè äëÿ `ìåäëåííûõ' ïîëåé.
Ðàçäåëèì ïîëÿ v è p íà áûñòðóþ è ìåäëåííóþ ÷àñòè, îáîçíà÷àÿ èõ òèëüäîé è øòðèõîì, ñîîòâåòñòâåííî:

v = v′ + ṽ , p = p′ + p̃ . (12.10)

Çäåñü ïîëÿ ṽ è p̃ ñîäåðæàò Ôóðüå-ãàðìîíèêè ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìèq, ëåæàùèìè â èíòåðâàëå Λ′ < q < Λ, ãäå
Λ � óëüòðàôèîëåòîâàÿ îáðåçêà. Â äàëüíåéøåì ìû ñ÷èòàåì ëîãàðèôìln(Λ/Λ′) áîëüøîé âåëè÷èíîé è ïðîèçâîäèì
îòáîð ïî ýòîìó ïàðàìåòðó.
Ïîäñòàâëÿÿ (12.10) â ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå (12.5), ìû íàõîäèì

I = I(v′, p′) + I(ṽ, p̃) + Iint , (12.11)

Iint =
∫

dt d2r
{−∂βp′αṽβ ṽα + p̃αv′β∂β ṽα + p̃αṽβ∂βv′α

}
. (12.12)

Äàëåå, ìû ââîäèì ýôôåêòèâíîå äåéñòâèåI ′ äëÿ ìåäëåííûõ ïîëåé:

exp(iI ′) =
∫
DṽDp̃ exp(iI) . (12.13)

Ìîæíî íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ïîïðàâêè ê ýòîìó äåéñòâèþ, êîòîðîå âîçíèêàåò ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî áûñòðûì
ïåðåìåííûì:

∆I(v′, p′) ≡ I ′(v′, p′)− I(v′, p′) = 〈Iint〉+
i

2
〈〈I2

int〉〉 −
1
6
〈〈I3

int〉〉+ . . . . (12.14)

Çäåñü óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî `áûñòðûì' ôëóêòóàöèÿì, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ôóíêöèîíàëüíî-
ìó èíòåãðèðîâàíèþ ïî ṽ è p̃ ñ âåñîì exp[iI(ṽ, p̃)], à äâîéíûå óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò íåïðèâîäèìûå ñðåäíèå
(êóìóëÿíòû).
Ìû èññëåäóåì ïîïðàâêè â îäíîïåòëåâîì ïðèáëèæåíèè. Òîãäà íóæíî óäåðæàòü òîëüêî ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà

â `áûñòðîì' ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè I(ṽ, p̃), ïîñëå ÷åãî óñðåäíåíèå â (12.14) ñâîäèòñÿ ê Ãàóññîâûì èíòåãðàëàì,
êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ÿâíî. Ýòè èíòåãðàëû ñâîäÿòñÿ ê ñðåäíèì

G̃αβ = −
∫

dω d2q

(2π)3
exp(−iωt + iqr)

(
δαβ − qαqβ

q2

)
1

ω + iνq2
, (12.15)

F̃αβ =
∫

dω d2q

(2π)3
exp(−iωt + iqr)

(
δαβ − qαqβ

q2

)
2Tνq2

ρ(ω2 + ν2q4)
. (12.16)

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (12.14) ðàâåí íóëþ, à âòîðîé è òðåòèé ÷ëåíû ñîäåðæàò ëîãàðèôìè÷åñêèå ôàê-
òîðû (èìåííî ýòè ÷ëåíû èíòåðåñíû äëÿ íàñ), à áîëåå âûñîêèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ìîãóò áûòü îïóùåíû, êàê
íåñóùåñòâåííûå.
Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîïðàâêó

∆1I(v′, p′) =
i

2
〈〈

∫
dt1 d2r1 dt2 d2r2 p′1αṽ1β∂β ṽ1αp′2µṽ2ν∂ν ṽ2µ〉〉 , (12.17)

ïðîèñõîäÿùóþ èç âòîðîãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè (12.14). Îíà ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆1I =
i

2

∫
dt1 d2r1 dt2 d2r2 ∂βp′1α∂νp′2µ

[
F̃αµ(t, r)F̃βν(t, r) + F̃αν(t, r)F̃βµ(t, r)

]
, (12.18)

ãäå t = t1 − t2 è r = r1 − r2. Òàê êàê F̃ áûñòðî óáûâàåò ïðè ðîñòå r â îáëàñòè r > Λ′−1, à p′ ÿâëÿåòñÿ ìåäëåí-
íûì ïîëåì (ñëàáî ìåíÿþùèìñÿ íà äëèíåΛ′−1), â ñîîòíîøåíèè (12.18) ìîæíî (ñ íåîáõîäèìîé íàì òî÷íîñòüþ)
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çàìåíèòü p′2 íà p′1. Òîãäà îòäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêòîð
∫

dt d2r
[
F̃αµ(t, r)F̃βν(t, r) + F̃αν(t, r)F̃βµ(t, r)

]

=
∫

dω d2q

(2π)3
4T 2ν2q4

ρ2(ω2 + ν2q4)2

{(
δαµ − qαqµ

q2

)(
δβν − qβqν

q2

)
+

(
δαν − qαqν

q2

)(
δβµ − qβqµ

q2

)}
,

ãäå ìû ïîäñòàâèëè âûðàæåíèå (12.16). Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí

T 2

8πρ2ν
ln

Λ
Λ′

(δαβδµν + δαµδβν + δανδβµ) .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (12.18), ìû ïîëó÷àåì

∆1I =
iT 2

16πρ2ν
ln

Λ
Λ′

∫
dt1 d2r1 ∂βp′1α∂βp′2α , (12.19)

ãäå ïðèíÿòû âî âíèìàíèå óñëîâèÿ∇v = ∇p = 0.
Òåïåðü ìû îáñóäèì äðóãèå ïîïðàâêè, ïðîèçâîäèìûå ÷ëåíîì〈〈I2

int〉〉 â ñîîòíîøåíèè (12.14). Ïðåæäå âñåãî, îí
íå ïðîèçâîäèò ÷ëåíîâ, êâàäðàòè÷íûõ ïîv′. Ôîðìàëüíàÿ ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òàêèå ïîïðàâêè
ïðîïîðöèîíàëüíû ïðîèçâåäåíèþ Ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé G̃(t1 − t2)G̃(t2 − t1), êîòîðîå ðàâíî íóëþ, òàê êàê îäèí
èç âðåìåííûõ àðãóìåíòîâ Ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé çäåñü îòðèöàòåëåí, à Ãðèíîâñêàÿ ôóíêöèÿG(t) ðàâíà íóëþ
ïðè îòðèöàòåëüíîì t â ñèëó ïðè÷èííîñòè. Òîò ôàêò, ÷òî â äåéñòâèè íå âîçíèêàþò ÷ëåíû, êâàäðàòè÷íûå ïîv′,
ìîæíî áûëî ïðåäâèäåòü çàðàíåå, ïîñêîëüêó òàêèå ÷ëåíû íàðóøèëè áû ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî〈pp〉 = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî ñëåäóþùàÿ ïîïðàâêà

∆2I = −i

〈〈∫
dt1 d2r1 dt2 d2r2 ∂βp′1αṽ1β ṽ1α

(
p̃2µv′2ν∂ν ṽ2µ + p̃2µṽ2ν∂νv′2µ

)〉〉
, (12.20)

äîëæíà áûòü äîïîëíèòåëüíî ïðèíÿòà âî âíèìàíèå. Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ, îñíîâàííûå íà ðàçëîæåíèè ìåäëåííîãî
ïîëÿ v′2ν äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ðàçíîñòè r1 − r2 (êîòîðàÿ èìååò õàðàêòåðíîå çíà÷åíèåΛ′−1), äàþò

∆2I =
T

16πρν
ln

Λ
Λ′

∫
dt1 d2r1 ∂βp′1α∂βv′1α . (12.21)

Çàìåòèì, ÷òî ïîïðàâêà ê ÷ëåíó p′∂tv
′ íå ìîæåò âîçíèêíóòü èç ∆2I, ïîñêîëüêó âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè

(12.20) ñîäåðæèò ïðîèçâîäíóþ ∂βp′α.
Äàëåå, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ïîïðàâêó ê ìåäëåííîìó äåéñòâèþ, êîòîðàÿ ïðîèçâîäèòñÿ ÷ëåíîì〈〈I3

int〉〉 â
ñîîòíîøåíèè (12.14). Ýòà ïîïðàâêà ìîãëà áû ðåíîðìèðîâàòü ÷ëåí òðåòüåãî ïîðÿäêà â ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè
(12.5). Îäíàêî, ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñðåäíåå〈〈I3

int〉〉 íå ïðîèçâîäèò ëîãàðèôìè÷åñêèõ ÷ëåíîâ.
Ïðè÷èíà ýòîãî ÿâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â Ãàëèëååâñêîé èíâàðèàíòíîñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê
âûâîäó, ÷òî òîëüêî `ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ' ∂t + vα∂α ìîæåò âõîäèòü â ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå. Ïîñêîëüêó îòñóò-
ñòâóþò ïîïðàâêè ê ÷ëåíó ñ p∂tv â ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè (12.5), òî äîëæíû îòñóòñòâîâàòü è ïîïðàâêè ê ÷ëåíó
òðåòüåãî ïîðÿäêà â (12.5).
Ñðàâíèâàÿ ïîïðàâêè (12.19,12.21) ñ èñõîäíûì âûðàæåíèåì (12.5), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî îíè ñâîäÿòñÿ ê âîçíèê-

íîâåíèþ ïîïðàâêè ê êîýôôèöèåíòó âÿçêîñòè

∆ν =
T

16πρν
ln

Λ
Λ′

. (12.22)

Ñîâïàäåíèå ïîïðàâîê ê âÿçêîñòè â ðàçíûõ ÷ëåíàõ ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ôëóêòóàöèîííî-
äèññèïàöèîííîé òåîðåìû (ÔÄÒ), êîòîðàÿ äîëæíà âîñïðîèçâîäèòüñÿ ïðè èñêëþ÷åíèè áûñòðûõ ïåðåìåííûõ.
Òåïåðü ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïðîäåëàííîå âûøå èñêëþ÷åíèå áûñòðûõ ïåðåìåííûõ, êàê ýëåìåíòàðíûé

øàã ìíîãîñòóïåí÷àòîé ïðîöåäóðû, ïðè êàæäîì øàãå êîòîðîé ïàðàìåòðû ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ èçìåíÿþòñÿ
ëèøü íåçíà÷èòåëüíî. Òîãäà ìû ìîæåì ïåðåéòè îò ðàçíîñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (12.22) ê äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ, êîòîðîå îïèñûâàåò èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ äåéñòâèÿ ïðè óâåëè÷åíèè ëîãàðèôìàξ = ln(Λ/Λ′). Ýòî
óðàâíåíèå dν/dξ = T/(16πρν) ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó

dg

dξ
= −g2 , g =

T

8πρν2
. (12.23)
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Âåëè÷èíà g èìååò ñìûñë áåçðàçìåðíîé êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ (èíâàðèàíòíîãî çàðÿäà). Äëÿ çàêîííîñòè
ïðîäåëàííîé ïðîöåäóðû èíâàðèàíòíûé çàðÿä äîëæåí áûòü ìàë:g ¿ 1.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè çíà÷åíèåν íà äàííîì ìàñøòàáå r, ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âñåì Ôóðüå-ãàðìîíèêàì

v è p ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè r−1 < q < Λ. Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷èòñÿ ýôôåêòèâíîå äåéñòâèå, â êîòîðîì âçàèìî-
äåéñòâèå ôëóêòóàöèé óæå íåñóùåñòâåííî â ñèëó óñëîâèÿg ¿ 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òîáû íàéòè ν íà äàííîì
ìàñøòàáå r, íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå (12.23) è âçÿòü åãî ðåøåíèå ïðèξ = ln(Λr).
Èç óðàâíåíèÿ (12.23) ñëåäóåò, ÷òî èíâàðèàíòíûé çàðÿä óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì ìàñøòàáà (ñ ðîñòîìξ). Òàêèì

îáðàçîì, ìû èìååì äåëî ñ `íóëü-çàðÿäíîé' ñèòóàöèåé. Âÿçêîñòü æåν ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ìàñøòàáà. Ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (12.23) èìååò âèä g = g0(1 + g0ξ)−1, ãäå g0 � êîðîòêî-âîëíîâîå çíà÷åíèå èíâàðèàíòíîãî çàðÿäà.
Òàêèì îáðàçîì, íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõg → ξ−1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü âûõîäèò íà áîëüøèõ
ìàñøòàáàõ íà óíèâåðñàëüíîå ïîâåäåíèå

ν →
√

Tξ

8πρ
. (12.24)

Çàìåòèì, ÷òî êðóïíîìàñøòàáíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòèν îêàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì îò ñâîåãî çà-
òðàâî÷íîãî (êîðîòêî-âîëíîâîãî) çíà÷åíèÿ.
Âûøå ìû èçó÷èëè ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ âèõðåâîé (ñîëåíîèäàëüíîé) ìîäîé. Ðàññìîòðåíèå ìîæåò áûòü ðàñ-

øèðåíî è íà ñëó÷àé ïîëíîé äâóìåðíîé ãèäðîäèíàìèêè, êîãäà â ðàññìîòðåíèå âêëþ÷àþòñÿ âñå ñòåïåíè ñâîáîäû,
ñâÿçàííûå ñî ñêîðîñòüþ, ïëîòíîñòüþ ìàññû è óäåëüíîé ýíòðîïèåé. Íà ÿçûêå ñîáñòâåííûõ ìîä ñèñòåìû ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî â ðàññìîòðåíèå âêëþ÷àþòñÿ òàêæå çâóêîâàÿ è òåðìîäèôôóçèîííàÿ ìîäû. Îòâåò ïîëó÷àåòñÿ òàêèì
æå, êàê è äëÿ ðàññìîòðåííîãî ñëó÷àÿ íåñæèìàåìîé ãèäðîäèíàìèêè. À èìåííî, âñå êèíåòè÷åñêèå êîýôôèöè-
åíòû ñèñòåìû (îáà êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè è êîýôôèöèåíò òåðìîäèôôóçèè) ëîãàðèôìè÷åñêè ðåíîðìèðóþòñÿ
è â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå âûõîäÿò íà óíèâåðñàëüíîå (íå çàâèñÿùåå îò çàòðàâî÷íûõ çíà÷åíèé) ïîâåäåíèå,
êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ çàêîíîì∝ √

ξ. Áîëåå òîãî, ïðèâåäåííîå ðàññìîòðåíèå ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà øèðî-
êèé êëàññ äâóìåðíûõ ñèñòåì ðàçëè÷íîé ñèììåòðèè (êðèñòàëëà, ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè, ãåêñàòèêà, íåìàòèêà,
è òàê äàëåå). Ðåçóëüòàò îêàçûâàåòñÿ òåì æå, òî åñòü êèíåòè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû â äëèííîâîëíîâîì
ïðåäåëå âûõîäÿò íà óíèâåðñàëüíîå ïîâåäåíèå∝ √

ξ.

Ñâîáîäíî ïîäâåøåííûå ïëåíêè

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñâîáîäíî ïîäâåøåííûõ òîíêèõ ïëåíîê. Ýêñïåðèìåíòàëüíî
òàêèå ïëåíêè ìîãóò áûòü âûòÿíóòû èç ñìåêòè÷åñêîé ôàçû. Ïî ñóùåñòâó îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåñêîëüêî
ñìåêòè÷åñêèõ ñëîåâ. Ýòî ÷èñëî ìîæåò áûòü íåáîëüøèì, òî åñòü òîëùèíà òàêîé ïëåíêè ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî
ìîëåêóëÿðíûõ äëèí. Íà ìàñøòàáàõ, áîëüøèõ, ÷åì òîëùèíà ïëåíêè, îíà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ äâóìåðíûì îáúåêòîì.
Îáû÷íî òàêèå ïëåíêè ïîäâåøèâàþòñÿ íà ðàìêå â âîçäóõå èëè â âàêóóìå. Ïîýòîìó ñìåêòè÷åñêàÿ ïëåíêà, êàê è
ìåìáðàíà (ñìîòðè ïàðàãðàô 8), îáëàäàåò èçãèáíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíî ïîäâåøåííàÿ
ñìåêòè÷åñêàÿ ïëåíêà ÿâëÿåòñÿ, êàê è ìåìáðàíà, äâóìåðíûì îáúåêòîì, âëîæåííûì â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Â òî æå âðåìÿ, êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ ñìåêòè÷åñêîé ïëåíêè îòëè÷åí îò íóëÿ, òàê êàê åå
ïëîùàäü ôèêñèðîâàíà ðàìêîé. Ïîýòîìó òàêàÿ ïëåíêà èìååò ñâîè îòëè÷èòåëüíûå îñîáåííîñòè, êîòîðûå ìû è
èçó÷èì.
Ìû áóäåì èìåòü â âèäó ñèòóàöèþ, êîãäà ïëåíêà ñâîáîäíî ïîäâåøåíà â âàêóóìå, è ïîòîìó îòñóòñòâóåò åå

âçàèìîäåéñòâèå ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé. Â íåêîòîðîé îáëàñòè ìàñøòàáîâ ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïëåíîê, ïîäâå-
øåííûõ â âîçäóõå, â ñèëó ìàëîé ïëîòíîñòè ïîñëåäíåãî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ ñìåêòèêà. Â ýòîì ñëó÷àå
ïëåíêó ìîæíî îïèñûâàòü â òåðìèíàõ çàìêíóòîé ñèñòåìû. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ äèíàìèêà
ïëåíêè, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ ïëåíêè òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ äâó-
ìåðíàÿ ïëîòíîñòü ìàññû, ñìåùåíèå ïëåíêè, åå òðåõìåðíàÿ ñêîðîñòü è óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü ýíòðîïèè. Óðàâíåíèå
äëÿ ïîñëåäíåé îòäåëÿåòñÿ, ïîýòîìó ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòó ñòåïåíü ñâîáîäû.
Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ðàâíîâåñèè ïëåíêà íàòÿíóòà âäîëü ïëîñêîñòèX − Y . Âñå âåëè÷èíû, îïèñûâàþùèå

ñîñòîÿíèå ïëåíêè, êîãäà îíà íå ñëèøêîì ñèëüíî îòêëîíÿåòñÿ îò ðàâíîâåñèÿ, ìîãóò áûòü îïèñàíû â ðàìêàõ
ïåðåìåííûõ, çàâèñÿùèõ îò êîîðäèíàòx è y. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå, ìû ââîäèì ïëîòíîñòü ïëåíêè
ρ â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü X − Y , ñìåùåíèå ïëåíêè u âäîëü îñè Z, è òðåõìåðíóþ ñêîðîñòü ïëåíêè v. Îáðàòèì
âíèìàíèå íà òî, ÷òî `èñòèííàÿ' äâóìåðíàÿ ïëîòíîñòü ïëåíêèρ̄ (òî åñòü ïëîòíîñòü ìàññû íà åäèíèöó ïîâåðõíîñòè
ïëåíêè) ðàâíà ρ̄ = ρ/

√
1 + (∇u)2 (ñðàâíè ïàðàãðàô 8), ïîñêîëüêó ìíîæèòåëåì

√
1 + (∇u)2 îòëè÷àåòñÿ ïëîùàäü

ýëåìåíòà ïëåíêè è ïëîùàäü ïðîåêöèè ýòîãî ýëåìåíòà íà ïëîñêîñòüX−Y . Èìåííî îò ýòîé `èñòèííîé' ïëîòíîñòè
ρ̄ çàâèñèò, íàïðèìåð, ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ïëåíêèσ.
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Äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ââåäåííûõ íàìè âåëè÷èí èìåþò ñëåäóþùèé âèä

∂tu = vz − vα∇αu , (12.25)
∂tρ = −∇α(ρvα) , (12.26)
∂t(ρvz) = −∇α(ρvαvz) +∇α

[
σ∇αu/

√
1 + (∇u)2

]
, (12.27)

∂t(ρvα) = −∇β(ρvαvβ) +∇β

{
σ

[√
1 + (∇u)2 δαβ −∇αu∇βu/

√
1 + (∇u)2

]}
, (12.28)

ãäå ãðå÷åñêèé èíäåêñ ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ x, y. Óðàâíåíèå (12.25) îçíà÷àåò ïðîñòî, ÷òî ïëåíêà äâèæåòñÿ â 3d
ïðîñòðàíñòâå ñî ñêîðîñòüþ v. Óðàâíåíèå (12.26) ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ìàññû, à óðàâíåíèÿ (12.27,12.28)
â ñîâîêóïíîñòè ñîñòàâëÿþò çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Â ïðàâîé ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé ñòîèò òåíçîð íàïðÿ-
æåíèé, ñîñòîÿùèé, êàê îáû÷íî, èç êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ÷àñòåé. Çàâèñèìîñòü îò∇αu â ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèé (12.27,12.28) âîçíèêàåò ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òåíçîðà íàïðÿæåíèé, `ïðèâÿçàííîãî' ê ïëåíêå, íà îñè
X, Y, Z, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ïëåíêà ïîâåðíóòà íà óãîë, îïðåäåëÿåìûé êàê ðàç∇αu.
Óðàâíåíèÿ (12.25,12.26) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, à â óðàâíåíèÿõ (12.27,12.28) îïóùåíû äèññèïàòèâíûå (âÿçêèå)

÷ëåíû. Â óðàâíåíèè (12.27) òàêîé ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé∇2vz (ïðè ìàëûõ u), âîîáùå îòñóòñòâóåò. Ïðè÷èíà
ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Åñëè áû òàêîé ÷ëåí ïðèñóòñòâîâàë â ïðàâîé ÷àñòè (12.27), òî îí ïðèâîäèë áû
ê äèññèïàöèè ýíåðãèè, ïðîïîðöèîíàëüíîé (∇vz)2. Ïðåäñòàâèì òåïåðü ñåáå, ÷òî ïëåíêà, êàê öåëîå, âðàùàåòñÿ
âîêðóã îñè Y ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþΩ. Òîãäà vz = Ωx è (∇vz)2 = Ω2, òî åñòü ïðè íàëè÷èè âÿçêîãî ÷ëåíà â óðàâíå-
íèè (12.27) îäíîðîäíîå âðàùåíèå ïëåíêè ïðèâîäèëî áû ê äèññèïàöèè ýíåðãèè, ÷åãî áûòü íå ìîæåò. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò îòñóòñòâèå âÿçêîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèè (12.27). Ãëàâíûé äèññèïàòèâíûé ÷ëåí â ýòîì
óðàâíåíèè ïðîïîðöèîíàëåí ∇4vz. Â óðàâíåíèè æå (12.28) èìååòñÿ îáû÷íûé âÿçêèé ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé
(ïðè ìàëûõ u) ∇2vα. Îäíàêî íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ äèññèïàöèÿ, îáóñëîâëåííàÿ ôëóêòóàöèîííûì ìåõàíèçìîì,
îêàçûâàåòñÿ ãîðàçäî ñèëüíåå. Èìåííî ýòîò ýôôåêò ìû è èçó÷àåì äàëåå.
Ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèÿ (12.25-12.28) ïîu, vz, vα è îòêëîíåíèÿì ïëîòíîñòè δρ îò ðàâíîâåñíîé ïëîòíîñòè ρ0, è

íàõîäÿ ñîáñòâåííûå ìîäû ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, ìû íàõîäèì, ÷òî â ïëåíêå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ äâà
ðàçíûõ çâóêà. Îäèí èç íèõ, êîòîðûé ìîæíî íàçâàòü ïðîäîëüíûì, ñâÿçàí ñ ôëóêòóàöèÿìè ïëîòíîñòè ìàññûδρ
è äèâåðãåíòíîé (ïðîäîëüíîé âîëíîâîìó âåêòîðó â Ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè) êîìïîíåíòîé ñêîðîñòèvα. Ñêîðîñòü
ïðîäîëüíîãî çâóêà cl îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ c2

l = −∂σ/∂ρ0. Âòîðîé çâóê, êîòîðûé ìîæíî íàçâàòü èç-
ãèáíûì, ñâÿçàí ñ ôëóêòóàöèÿìè ñìåùåíèÿu è ñêîðîñòüþ vz (òî åñòü ñ èçãèáíûìè ôëóêòóàöèÿìè ïëåíêè). Åãî
ñêîðîñòü cs îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ c2

s = σ/ρ0, ãäå σ = σ(ρ0). Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ñòåïåíü ñâîáîäû, ñâÿ-
çàííàÿ ñ âèõðåâîé (ñîëåíîèäàëüíîé) êîìïîíåíòîé ñêîðîñòè. Çàòðàâî÷íî îíà îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ
Íàâüå-Ñòîêñà (12.1). Îäíàêî âÿçêèé ÷ëåí â ýòîì óðàâíåíèè ñèëüíî ðåíîðìèðóåòñÿ çà ñ÷åò ôëóêòóàöèé.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëåäîâàòü ôëóêòóàöèîííûå ïîïðàâêè ê çàêîíàì äèñïåðñèè ñîáñòâåííûõ ìîä ñâîáîäíî

ïîäâåøåííîé ïëåíêè, íàäî ñíîâà èñïîëüçîâàòü ôîðìàëèçì, ðàçâèòûé â ïàðàãðàôå (10) (íà ïðèìåðå êðèòè-
÷åñêîé äèíàìèêè). Ýòîò ôîðìàëèçì îñíîâàí íà ýôôåêòèâíîì äåéñòâèèI, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ïî äèíàìè÷åñêèì
óðàâíåíèÿì (12.25-12.28). Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ïåðâûå ïîïðàâêè (âûñøèå ïîïðàâêè îêàçûâàþòñÿ ïðå-
íåáðåæèìûìè). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ñîõðàíèòü êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí ÷ëåí â ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè è ãëàâíûé
(êóáè÷åñêèé) ÷ëåí âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýòè âêëàäû èìåþò ñëåäóþùèé âèä

I(2) =
∫

dt dx dy
[
pu(∂tu− jz/ρ0) + pρ(∂tδρ +∇αjα)

+pz(∂tjz − ρ0c
2
s∇2u) + pα(∂tjα − c2

l∇αδρ)
]
, (12.29)

I(3) =
∫

dt dx dy
{

pu

(
jz δρ/ρ2

0 − jα∇αu/ρ0

)
+ pz∇α

(
jαjz/ρ0 + c2

l∇αu δρ
)

+pα∇β

[
jαjβ/ρ0 + ρ0c

2
s∇αu∇βu + δαβρ0(c2

s − c2
l )(∇u)2/2

]}
, (12.30)

ãäå j = ρv ÿâëÿåòñÿ 2d ïëîòíîñòüþ èìïóëüñà è ââåäåíû âñïîìîãàòåëüíûå ïîëÿp, `ñîïðÿæåííûå' âñåì ãèäðîäè-
íàìè÷åñêèì ïåðåìåííûì. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âñïîìîãàòåëüíîå ïîëåp `ñîïðÿæåíî' èìåííî ïëîòíîñòè èìïóëüñà j,
äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ. Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò äîâîëüíî ïðîñòî âûäåëÿòü óëüòðàôèîëåòî-
âûå ðàñõîäèìîñòè è àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àòü ïðàâèëüíóþ çàâèñèìîñòü ôëóêòóàöèîííûõ ïîïðàâîê îò âîëíîâîãî
âåêòîðà.
Ïðåíåáðåãàÿ êèíåòè÷åñêèìè (âÿçêèìè) ÷ëåíàìè, ìû ìîæåì îãðàíè÷èòüñÿ âêëàäîì (12.29) â êâàäðàòè÷íîå
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äåéñòâèå, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì äëÿ çàòðàâî÷íûõ çíà÷åíèé Ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé

〈jz(t, r)pz(0, 0)〉0 = −
∫

dω d2q

(2π)3
ω exp(−iωt + iqr)

ω2 − c2
sq

2 + i0 sign(ω)
, (12.31)

〈jα(t, r)pβ(0, 0)〉0 = −
∫

dω d2q

(2π)3

{[
δαβ − qαqβ

q2

]
1

ω + i0

+
qαqβ

q2

ω

ω2 − c2
l q

2 + i0 sign(ω)

}
exp(−iωt + iqr) . (12.32)

Çäåñü ââåäåíû áåñêîíå÷íî ìàëûå çàòóõàíèÿ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ïðàâèëüíûå àíàëèòè÷åñêèå (ïðè÷èííûå)
ñâîéñòâà Ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé. Âûðàæåíèå (12.31) ñîîòâåòñòâóåò èçãèáíîìó çâóêó, à âûðàæåíèå (12.32) ñîäåð-
æèò â ñåáå äâà âêëàäà, ïåðâûé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò âèõðåâîé êîìïîíåíòå ñêîðîñòè, à âòîðîé ñîîòâåòñòâóåò
ïðîäîëüíîìó çâóêó.
Ïîñêîëüêó â äåéñòâèè (12.29) îòñóòñòâóþò êèíåòè÷åñêèå ÷ëåíû è ÷ëåíû, ïðîèñõîäÿùèå èç Ëàíæåâåíîâñêèõ

ñèë, ïðè åãî ïîìîùè íåâîçìîæíî íàéòè çàòðàâî÷íîå çíà÷åíèå ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé òèïà〈uu〉. Îä-
íàêî âìåñòî ó÷åòà ýòèõ ÷ëåíîâ ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó ïàðíûìè êîððåëÿöèîííûìè
ôóíêöèÿìè è Ãðèíîâñêèìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå ñëåäóþò èç ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîííîé òåîðåìû (ÔÄÒ)
òèïà ñîîòíîøåíèÿ (10.22). Â ðåçóëüòàòå ìû íàõîäèì â òîì æå ïðèáëèæåíèè, êîòîðîå âåäåò ê (12.31,12.32)

〈jz(t, r)jz(0, 0)〉0 =
∫

dω d2q

(2π)2
csqTρ0 δ

(
ω2 − c2

sq
2
)
exp(−iωt + iqr) , (12.33)

〈jα(t, r)jβ(0, 0)〉0 =
∫

dω d2q

(2π)2

{[
δαβ − qαqβ

q2

]
Tρ0 δ(ω)

+
qαqβ

q2
clqTρ0 δ

(
ω2 − c2

l q
2
)}

exp(−iωt + iqr) , (12.34)

ãäå T � òåìïåðàòóðà.
Âûðàæåíèÿ (12.31-12.34) íå èñ÷åðïûâàþò âñå Ãðèíîâñêèå ôóíêöèè è ïàðíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè, êîòî-

ðûå âîçíèêàþò â íàøåé çàäà÷å. Îäíàêî âñå îñòàëüíûå ôóíêöèè ëåãêî ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå çàëîæåíû â êâàäðàòè÷íîì äåéñòâèè (12.29). Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå
∂tu = jz/ρ0, ìû íàõîäèì èç âûðàæåíèÿ (12.31)

〈u(t, r)pz(0, 0)〉0 = −
∫

dω d2q

(2π)3
i

ρ0

exp(−iωt + iqr)
ω2 − c2

sq
2 + i0 sign(ω)

. (12.35)

Êðîìå òîãî, íàäî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ íà ôóíêöèè p, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè âàðüèðîâàíèè äåéñòâèè
(12.29). Íàïðèìåð, âàðüèðóÿ ïî u, ìû ïîëó÷àåì ∂t + ρ0c

2
s∇2pz = 0. Êîìáèíèðóÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðåìåííûõ

u, δρ,v è ïîëåé p, ìû ìîæåì íàéòè èç (12.31-12.34) âñå Ãðèíîâñêèå ôóíêöèè è ïàðíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè.
Òåïåðü ìû ïðèñòóïàåì ê âû÷èñëåíèþ ôëóêòóàöèîííûõ ïîïðàâîê ê Ãðèíîâñêèì ôóíêöèÿì è ïàðíûì êîððå-

ëÿöèîííûì ôóíêöèÿì. Ãëàâíûå ïîïðàâêè îáóñëîâëåíû äåéñòâèåì òðåòüåãî ïîðÿäêà (12.30). Îíè îïðåäåëÿþòñÿ
òåìè æå äèàãðàììàìè, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 34 è 35. Íàïîìíèì, ÷òî ñïëîøíûå ëèíèè íà ýòèõ
äèàãðàììàõ ñîîòâåòñòâóþò ïàðíûì êîððåëÿöèîííûì ôóíêöèÿì, â íàøåì ñëó÷àå (12.33,12.34) è òîìó ïîäîáíîå,
à êîìáèíèðîâàííûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò Ãðèíîâñêèì ôóíêöèÿì, â íàøåì ñëó÷àå (12.31,12.32) è òîìó ïîäîáíîå.
Âåðøèííûå æå ôóíêöèè íà ýòèõ äèàãðàììàõ îïðåäåëÿþòñÿ ñòðóêòóðîé äåéñòâèÿ (12.30).
Ðàññìîòðèì âêëàä â Ãðèíîâñêóþ ôóíêöèþ 〈vzpz〉, ñîîòâåòñòâóþùèé äèàãðàììå, ïðèâåäåííîé íà ðèñóíêå 34.

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âûðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåòëåG−F íà ýòîé äèàãðàììå, êîòîðàÿ èìååò ñìûñë îä-
íîïåòëåâîãî âêëàäà â ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþΣ. Êàê ñëåäóåò èç ñòðóêòóðû äåéñòâèÿ (12.30), îäíà
èç ëèíèé íà ýòîé äèàãðàììå ñîîòâåòñòâóåò èçãèáíîìó çâóêó (òî åñòü êîððåëÿöèîííûì ôóíêöèÿìu, jz, pu, pz), à
äðóãàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðîäîëüíîìó çâóêó èëè âèõðåâîé ñêîðîñòè (òî åñòü êîððåëÿöèîííûì ôóíêöèÿìδρ,
jα, pρ, pα). Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èíâàðèàíòíîñòè èñõîäíûõ óðàâíåíèé (12.25-12.28) îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèÿ u → −u, vz → −vz. Íàñ èíòåðåñóåò çíà÷åíèå Σ âáëèçè `ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè' ω = ±csq, òàê
êàê èìåííî îíî îïðåäåëÿåò òàêèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû, êàê çàòóõàíèå èçãèáíîãî çâóêà èëè ïàðíóþ êîððåëÿ-
öèîííóþ ôóíêöèþ ñìåùåíèÿu. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (12.31-12.34), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òîΣ(ω = csq, q) ñîäåðæèò
ìíîæèòåëü q2, ñòîÿùèé ïðè èíòåãðàëå, êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ íà áîëüøèõ âîëíîâûõ âåêòîðàõ. Ýòó ðàñõîäèìîñòü
íàäî áûëî áû âêëþ÷èòü â ðåíîðìèðîâêó ñîîòâåòñòâóþùíãî êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè. Îäíàêî ìû óæå óñòàíîâè-
ëè, ÷òî â ñèëó ñèììåòðèè âÿçêîñòü äëÿ èçãèáíîãî äâèæåíèÿ îòñóòñòâóåò. Ïîýòîìó óïîìÿíóòàÿ óëüòðàôèîëåòî-
âàÿ ðàñõîäèìîñòü äîëæíà áûòü ïîëîæåíà ðàâíîé íóëþ. Âû÷èòàÿ ýòó ðàñõîäèìîñòü, ìû ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ
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äëÿ Σ/q2, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì, `ñèäÿùåì' íà âîëíîâûõ âåêòîðàõ∼ q. Íåñëîæíûé àíàëèç ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ýòîò èíòåãðàë ïðîïîðöèîíàëåí ïåðâîé ñòåïåíèq. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîΣ ∝ q3.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âìåñòî (12.31) ìû èìååì

〈jz(t, r)pz(0, 0)〉 = 〈u(t, r)pu(0, 0)〉 =
∫

dω d2q

(2π)3
exp(−iωt + iqr)G(ω, q) ,

G(ω, q) = − ω

ω2 − c2
sq

2 + iωβq3
, (12.36)

ãäå β � êîíñòàíòà, êîòîðóþ ìîæíî îöåíèòü, êàêβ ∼ T/(ρ0cl).
Ãðèíîâñêàÿ ôóíêöèÿ (12.36) îïðåäåëÿåò îòêëèê íà âíåøíþþ ñèëóf , ïðèëîæåííóþ ê ñèñòåìå âäîëü îñèZ, ýòà

ñèëà ìîæåò áûòü äîáàâëåíà â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (12.27). Ïîýòîìó ïîëîæåíèå ïîëþñà â ïðàâîé ÷àñòè (12.36)
îïðåäåëÿåò (â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè) çàòóõàíèå ñîáñòâåííîé ìîäû (èçãèáíîãî çâóêà) ñ âîëíîâûì âåêòîðîìq.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê çàêîíó äèñïåðñèè

ω = ±csq − iβq3/2 (12.37)

äëÿ èçãèáíîãî çâóêà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çàòóõàíèå èçãèáíîãî çâóêà â (12.37) èìååò ÷èñòî ôëóêòóàöèîííóþ ïðè-
ðîäó. Ñðàâíèâàÿ çàâèñèìîñòü çàòóõàíèÿ îò âîëíîâîãî âåêòîðà∝ q3 ñ îáû÷íûì çàêîíîì ∝ q2, ìû ïðèõîäèì ê
âûâîäó, ÷òî èçãèáíûé çâóê çàòóõàåò ñëàáåå, ÷åì çâóê â îáû÷íîé ãèäðîäèíàìèêå. Â òî æå âðåìÿ çàòóõàíèå∝ q3

ãîðàçäî ñèëüíåå, ÷åì çàòðàâî÷íîå çàòóõàíèå∝ q4, êîòîðîå âîçíèêàåò èç-çà îòñóòñòâèÿ îáû÷íîé âÿçêîñòè äëÿ
èçãèáíîé ìîäû. Ýòî îïðàâäûâàåò ïðåíåáðåæåíèå çàòðàâî÷íûì çàòóõàíèåì (è, âîîáùå, êèíåòè÷åñêèì ÷ëåíîì â
óðàâíåíèè íà jz), êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ôëóêòóàöèîííûì â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå.
Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê âû÷èñëåíèþ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè〈jzjz〉. Íà äèàãðàììå, ïðåäñòàâ-

ëåííîé íà ðèñóíêå 35, èìååòñÿ ïåòëÿ F − F , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò `ïîëÿðèçàöèîííóþ' ôóíêöèþΠ. Êàê è äëÿ
ïåòëè G−F , îäíà èç ëèíèé íà ýòîé äèàãðàììå ñîîòâåòñòâóåò èçãèáíîìó çâóêó (òî åñòü êîððåëÿöèîííûì ôóíê-
öèÿì u, jz), à äðóãàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðîäîëüíîìó çâóêó èëè âèõðåâîé ñêîðîñòè (òî åñòü êîððåëÿöèîííûì
ôóíêöèÿì δρ, jα). Îïÿòü-òàêè, íàñ èíòåðåñóåò çíà÷åíèå ïåòëèF − F íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè ω = ±csq. Òîãäà
â ðåçóëüòàòå àíàëèçà, àíàëîãè÷íîãî àíàëèçó äëÿΣ, ìû íàõîäèì Π ∝ q3. Áîëåå òîãî, êîýôôèöèåíò ïðè q3 â Π
ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî òåìïåðàòóðûT ñ β (÷òî åñòü îòðàæåíèå ÔÄÒ). Ñóììèðóÿ ëåñòíè÷íûå ðÿäû ñ ïåòëåé
G − F , êîòîðûå âåäóò ê âûðàæåíèþ (12.36) äëÿ Ãðèíîâñêîé ôóíêöèè, ìû ïîëó÷àåì äëÿ〈jzjz〉 âûðàæåíèå,
êîòîðîå ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì

〈u(t, r)u(0, 0)〉 =
∫

dω d2q

(2π)3
exp(−iωt + iqr)F (ω, q) ,

〈jz(t, r)jz(0, 0)〉 =
∫

dω d2q

(2π)3
exp(−iωt + iqr)ρ2

0ω
2F (ω, q) ,

F (ω, q) =
2Tβρ−1

0 q3

(ω2 − c2
sq

2)2 + ω2β2q6
, (12.38)

âìåñòî (12.33). Îòìåòèì ñîîòíîøåíèå

ImG(ω, q) =
ω2ρ0

2T
F (ω, q) , (12.39)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ÔÄÒ.
Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ïåðâûå (îäíîïåòëåâûå) âêëàäû â ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ è ïî-

ëÿðèçàöèîííóþ ôóíêöèþ, ñâÿçàííûå ñ èçãèáíûì çâóêîì. Âîçíèêàåò âîïðîñ î ðîëè ïîïðàâîê áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà. Îêàçûâàåòñÿ, ýòè ïîïðàâêè ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîé (ðàññìîòðåííîé âûøå). Ìàëûìè
îêàçûâàþòñÿ òàêæå ïîïðàâêè ê âåðøèííûì ôóíêöèÿì. Ïàðàìåòðîì, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ýòó ìàëîñòü, ÿâëÿåòñÿ
îòíîøåíèå ôëóêòóàöèîííîãî çàòóõàíèÿ èçãèáíîãî çâóêà ê åãî ÷àñòîòå, òî åñòüβq2/cs, â ñîîòâåòñòâèè ñ (12.37).
Ïàðàìåòð βq2/cs ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå, ÷òî è îáúÿñíÿåò ìàëîñòü âûñøèõ ïîïðàâîê.
Ïåðâûé æå âêëàä â ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îáÿçàòåëüíî íàäî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå, ïîñêîëüêó
îí îïðåäåëÿåò çàòóõàíèå èçãèáíîãî çâóêà. Òî÷íî òàêæå ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïåðâûé âêëàä â ïî-
ëÿðèçàöèîííóþ ôóíêöèþ, ïîñêîëüêó èìåííî îí îïðåäåëÿåò âûðàæåíèå äëÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè
(12.38).
Ñïðàøèâàåòñÿ, ïî÷åìó ïðèâåäåííûå âûøå àðãóìåíòû íå ïðèìåíèìû ê äâóìåðíîé ãèäðîäèíàìèêå, ðàññìîò-

ðåííîé â ïåðâîé ïîëîâèíå íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà? Âåäü òàì, ñêàæåì, ôëóêòóàöèîííûé âêëàä â çàòóõàíèå çâóêà
ïðîïîðöèîíàëåí q2 (ñ òî÷íîñòüþ äî ëîãàðèôìà), è ïîòîìó îòíîøåíèå ôëóêòóàöèîííîãî çàòóõàíèÿ ê ÷àñòîòå
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çâóêà cq ìàëî (çäåñü c � ñêîðîñòü çâóêà). Äåëî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â2d ãèäðîäèíàìèêå îñíîâíûå âêëàäû â
ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îïðåäåëÿþòñÿ ïåòëÿìè (òèïà ïðèâåäåííîé íà ðèñóíêå 34), ãäå îáå ëèíèè
ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé æå ìîäå. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò `ðåçîíàíñ', êîòîðûé ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó
`óñèëåíèþ', òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä â ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî
áîëüøå ñâîåé íàèâíîé îöåíêè. Ïðè ýòîì îáñóæäàåìûé âêëàä îêàçûâàåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíûì ê çàòóõàíèþ ìîäû
(âÿçêîñòè). Íè÷åãî ïîäîáíîãî äëÿ èçãèáíîãî çâóêà â ñâîáîäíî ïîäâåøåííîé ïëåíêå íå ïðîèñõîäèò, ïîñêîëüêó
`ðåçîíàíñíûõ' äèàãðàìì äëÿ åãî ñîáñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè íåò â ñèëó óæå óïîìèíàâøåéñÿ èíâàðè-
àíòíîñòè ýôôåêòèâíîãî äåéñòâèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿu → −u, vz → −vz. Ìû óæå óáåäèëèñü â ýòîì
íà ïðèìåðå ïåðâûõ ïåòåëü, êîãäà îäíà ëèíèÿ ñîîòâåòñòâîâàëà èçãèáíîìó çâóêó, à âòîðàÿ � ïðîäîëüíîìó çâóêó
èëè âèõðåâîé ìîäå. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èçãèáíîãî çâóêà âêëàäû â ñîáñâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþ è ïîëÿðèçàöèîííóþ
ôóíêöèè íå ÷óâñòâèòåëüíû ê çàòóõàíèþ ìîä, ÷òî è äîïóñêàåò èñïîëüçîâàíèå áåççàòóõàòåëüíûõ âûðàæåíèé
(12.31-12.34). Âñå ýòî îïðàâäûâàåò íàèâíûå îöåíêè äëÿ èçãèáíîãî çâóêà, ïðèâåäåííûå âûøå.
Îäíàêî óæå äëÿ ïðîäîëüíîãî çâóêà (èëè âèõðåâîé ìîäû) âîçíèêàþò `ðåçîíàíñíûå' äèàãðàììû äëÿ ñîáñâåííî-

ýíåðãåòè÷åñêîé è ïîëÿðèçàöèîííîé ôóíêöèé, ñâÿçàííûå ñ ïåòëÿìè, ñîäåðæàùèìè äâå ëèíèè, ñîîòâåòñòâóþùèå
èçãèáíîìó çâóêó. Èìåííî ýòè ïåòëè (÷óâñòâèòåëüíûå ê çàòóõàíèþ èçãèáíîãî çâóêà) è îïðåäåëÿþò çàòóõàíèå
ïðîäîëüíîãî çâóêà è âèõðåâîé ìîäû. Ê ñ÷àñòüþ, íèêàêèõ âûñøèõ ïîïðàâîê â äàííîì ñëó÷àå ó÷èòûâàòü íå
íàäî, òàê êàê ìû èñïîëüçóåì óæå ðåíîðìèðîâàííûå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê èçãèáíîìó çâóêó, à ïîïðàâêè ê
âåðøèííûì ôóíêöèÿì ÿâëÿþòñÿ ïðåíåáðåæèìûìè. Òî åñòü â íåêîòîðîì ñìûñëå ñèòóàöèÿ îêàçûâàåòñÿ äàæå
ïðîùå, ÷åì äëÿ `÷èñòîé' äâóìåðíîé ãèäðîäèíàìèêè.
Îïðåäåëèì ñîáñâåííî-ýíåðãåòè÷åñêóþΣαβ(ω, q) è ïîëÿðèçàöèîííóþΠαβ(ω, q) ôóíêöèè äëÿ ïðîäîëüíîãî çâó-

êà è âèõðåâîé ìîäû:

〈jα(t, r)pβ(0, 0)〉 =
∫

dω d2q

(2π)3
exp(−iωt + iqr)Gαβ(ω, q) ,

Gαβ(ω, q) = −ω
[
ω2δαβ − c2

l qαqβ − ωΣαβ(ω, q)
]−1

, (12.40)

〈jα(t, r)jβ(0, 0)〉 =
∫

dω d2q

(2π)3
exp(−iωt + iqr)Fαβ(ω, q) ,

Fαβ(ω, q) = −2Gαγ(ω, q)Πγδ(ω, q)Gδβ(−ω, q) , (12.41)
âìåñòî áåççàòóõàòåëüíûõ âûðàæåíèé (12.32,12.34). Âûðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåòëÿì íà ðèñóíêàõ 34 è 35,
äàþò

Σαβ(ω, q) = −c2
s

∫
dω̄ d2k

(2π)3
(k+αk−β + k+βk−α − δαβk+k−)k−qG(ω+, k+)F (ω−, k−) , (12.42)

Παβ(ω, q) =
1
2
c2
sρ

2
0

∫
dω̄ d2k

(2π)3

[
(k+αk−β + k+βk−α − δαβk+k−)

×qγqδ (k+γk−δ − δγδk+k−/2) F (ω+, k+)F (ω−, k−) , (12.43)
ãäå ω± = ω̄ ± ω/2, k± = k ± q/2. Â (12.43) ìû ñîõðàíèëè òîëüêî `ðåçîíàíñíûå' âêëàäû, îáñóæäàâøèåñÿ âûøå,
òàê ÷òî G è F îòíîñÿòñÿ ê èçãèáíîìó çâóêó, îíè îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿìè (12.36,12.38).
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñèììåòðèè ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â (12.43) è ñîîòíîøåíèå (12.39), ìû ìîæåì

íàéòè èç (12.42,12.43) ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå
Παβ(ω, q) = −Tρ0ImΣαβ(ω, q) . (12.44)

Äàëåå, ìû ïîëó÷àåì èç ôîðìóë (12.40,12.41) ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó Ãðèíîâñêîé ôóíêöèåé è ïàðíîé
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

Fαβ(ω, q) = Tρ0ImGαβ(ω, q) , (12.45)
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ÔÄÒ.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (12.36,12.38) â ôîðìóëó (12.42) â ïîëó÷èâøåìñÿ èíòåãðàëå ÿâíî âûïîëíÿåòñÿ

èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòîòå ω̄. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â îñòàâøåìñÿ èíòåãðàëå ïîk îñíîâíîé âêëàä íàáèðàåòñÿ
íà âîëíîâûõ âåêòîðàõ k À q. Ïîýòîìó â íåì ìîæíî îïóñòèòü çàâèñèìîñòü îò âíåøíèõ ÷àñòîòûω è âîëíîâîãî
âåêòîðà q âåçäå, êðîìå ñèíãóëÿðíîãî çíàìåíàòåëÿβk3 − i(ω − csq cos θ), ãäå θ � óãîë ìåæäó q è k. Ïîñëå ýòîãî
ÿâíî ìîæíî ïðîèçâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå âîëíîâîãî âåêòîðàk, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìû
ïîëó÷àåì

Σαβ(ω, q) = − iT

12ρ0β2/3

q5/3

c
1/3
s

[
qαqβ

q2
Φl

(
ω

csq

)
+

(
δαβ − qαqβ

q2

)
Φt

(
ω

csq

)]
, (12.46)
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ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

Φl(ξ) =
∫ 2π

0

dθ

2π

(cos2 θ − 1/2)2

[i(ξ − cos θ)]1/3

(
i +

1√
3

)
, (12.47)

Φt(ξ) =
∫ 2π

0

dθ

2π

cos2 θ sin2 θ

[i(ξ − cos θ)]1/3

(
i +

1√
3

)
. (12.48)

Åñëè ξ > 1 èëè ξ < 1, òî ôîðìóëó (12.47) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

Φl(ξ) =
∫ 2π

0

dθ

2π

(cos2 θ − 1/2)2

|ξ − cos θ|1/3

(
i√
3
sign(ξ) + 1

)
. (12.49)

Íåñëîæíî íàéòè çíà÷åíèå

Φt(0) =
2
π

∫ 2π

0

dθ sin2 θ cos2 θ =
1
π

Γ(3/2)Γ(4/3)
Γ(17/6)

∼ 10−2 , (12.50)

ãäå Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Âûðàæåíèÿ (12.47,12.48) îïðåäåëÿþò òàêæå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
Σαβ(ω, q) íà êîìïëåêñíûå ω.
Òåïåðü ìû ìîæåì èññëåäîâàòü ðåíîðìèðîâàííûå çàêîíû äèñïåðñèè ïðîäîëüíîãî çâóêà è âèõðåâîé ìîäû, êîòî-

ðûå îïðåäåëÿþòñÿ îñîáåííîñòÿìè (ïîëþñàìè) Ãðèíîâñêîé ôóíêöèèGαβ(ω, q). Ïîäñòàâëÿÿ (12.46) â (12.40), ìû
íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ Ãðèíîâñêîé ôóíêöèè, êîòîðîå ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîäîëüíóþ è ïîïåðå÷íóþ âîëíîâîìó
âåêòîðó q ÷àñòè, êàê ðàç è ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîäîëüíîìó çâóêó è âèõðåâîé ìîäå. Â ïðîäîëüíóþ êîìïîíåí-
òó Ãðèíîâñêîé ôóíêöèè âõîäèò ôóíêöèÿ (12.47), àðãóìåíò êîòîðîé ìîæåò áûòü âçÿò ðàâíûìξ = ±cl/cs. Â
ðåçóëüòàòå ìû íàõîäèì çàêîí äèñïåðñèè ïðîäîëüíîãî çâóêà

ω = ±clq − iT

24ρ0β2/3

q5/3

c
1/3
s

Φl (±cl/cs) . (12.51)

Ïîñêîëüêó Φl èìååò êàê äåéñòâèòåëüíóþ, òàê è ìíèìóþ ÷àñòè, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ÷ëåí â (12.51) äàåò êàê
çàòóõàíèå çâóêà ∝ q5/3, òàê è ïîïðàâêó ê åãî ñêîðîñòè (íåñóùåñòâåííóþ â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå). Â ïîïå-
ðå÷íóþ êîìïîíåíòó Ãðèíîâñêîé ôóíêöèè âõîäèò ôóíêöèÿ (12.48), àðãóìåíò êîòîðîé ìîæåò áûòü âçÿò ðàâíûì
ξ = 0. Â ðåçóëüòàòå ìû íàõîäèì çàêîí äèñïåðñèè âèõðåâîé ìîäû

ω = −iCq5/3 , C =
T

12ρ0β2/3c
1/3
s

Φt(0) . (12.52)

Òîò ôàêò, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè (12.52) ñòîèò i, îçíà÷àåò, ÷òî âèõðåâàÿ ìîäà ñîõðàíÿåò ñâîé ÷èñòî çàòóõàòåëüíûé
õàðàêòåð. Îäíàêî âìåñòî äèôôóçèîííîãî çàêîíà ðàñïëûâàíèÿ âèõðåâûõ âîçìóùåíèé âî âðåìåíè èìååò ìåñòî
àíîìàëüíàÿ äèôôóçèÿ, êîãäà õàðàêòåðíûé ðàçìåð âîçìóùåíèÿ ðàñòåò∝ t3/5.
Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò òàêæå äåòàëüíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

Fαβ(ω, q), èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (12.45). Íàïðèìåð, äëÿ ïîïåðå÷íîé êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùåé âèõðåâîé
ìîäå, ìû ïîëó÷àåì

Ft =
2Tρ0Cq5/3

ω2 + C2q10/3
. (12.53)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ïî ÷àñòîòå Ëîðåíöèàí, êàê è â îáû÷íîé ãèäðîäèíàìèêå, íî øèðèíà ýòîãî Ëîðåí-
öèàíà àíîìàëüíî çàâèñèò îò âîëíîâîãî âåêòîðà.
Ïîäâåäåì èòîã íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ñâîáîäíî ïîäâåøåííîé ïëåíêè òåïëîâûå ôëóêòó-

àöèè èãðàþò ÷ðåçâû÷àéíî âàæíóþ ðîëü â äèíàìèêå, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿÿ äèññèïàöèþ ýíåðãèè íà áîëüøèõ
ìàñøòàáàõ. Ýòî ïðèâîäèò ê àíîìàëüíûì ñòåïåííûì çàêîíàì çàâèñèìîñòè çàòóõàíèÿ âñåõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
ìîä îò âîëíîâîãî âåêòîðà, à òàêæå ê àíîìàëüíûì çàâèñèìîñòÿì îò âîëíîâîãî âåêòîðà õàðàêòåðíûõ ÷àñòîòíûõ
øèðèí è àìïëèòóä ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ôëóêòóèðóþùèõ âåëè÷èí. Â òî æå âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèå
ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí îñòàåòñÿ ñëàáûì, è ïîòîìó â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè èõ ñòàòèñòèêó ìîæíî ñ÷èòàòü
Ãàóññîâîé.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à 12.1
Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ãèäðîäèíàìèêó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïîëåθ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ñòîõà-

ñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì

(∂t + v∇)θ = D∇2θ + η ,

ãäå v � ïîëå ñêîðîñòè, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Íàâüå-Ñòîêñà (12.1), à η � Ëàíæåâåíîâñêàÿ ñèëà,
êîòîðàÿ îáëàäàåò Ãàóññîâîé ñòàòèñòèêîé ñ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

〈η(t1, r1)η(t1, r2)〉 = −2DTδ(t1 − t2)∇2δ(r1 − r2) .

Íàéòè óðàâíåíèå ðåíîðì-ãðóïïû äëÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèèD.
Çàäà÷à 12.2
Âûâåñòè âûðàæåíèÿ (12.33,12.34) äëÿ áåççàòóõàòåëüíûõ ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé.
Çàäà÷à 12.3
Ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðàβ, ôèãóðèðóþùåãî â âûðàæåíèÿõ (12.36,12.38).

13. ÏÀÑÑÈÂÍÛÉ ÑÊÀËßÐ Â ÕÀÎÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÎÒÎÊÅ

Ïðîáëåìà ïåðåìåøèâàíèÿ â æèäêîñòè ðàçëè÷íûõ äîáàâîê âûçûâàåò áîëüøîé èíòåðåñ èç-çà íåñîìíåííîãî
ôóíäàìåíòàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðîáëåìû è ðàçíîîáðàçíûõ ïðèëîæåíèé. Ñêîðîñòü ïåðåìåøèâàíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî
÷óâñòâèòåëüíà ê õàðàêòåðó ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, âîçáóæäàåìîãî â æèäêîñòè. Ìû áóäåì èññëåäîâàòü
ïîâåäåíèå òàê íàçûâàåìîãî ïàññèâíîãî ñêàëÿðà (êîòîðûé ìîæåò áûòü òåìïåðàòóðîé èëè êîíöåíòðàöèåé ïðèìå-
ñè) â õàîòè÷åñêîì èëè òóðáóëåíòíîì ïîòîêå. Ïðèëàãàòåëüíîå `ïàññèâíûé' ïðè ñëîâå ñêàëÿð îçíà÷àåò, ÷òî åãî
îáðàòíîé ðåàêöèåé íà æèäêîñòü ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ðàçáàâëåííûõ ðàñòâîðîâ è äëÿ îòíî-
ñèòåëüíî ñëàáûõ ôëóêòóàöèé òåìïåðàòóðû. Ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïàññèâíîãî
ñêàëÿðà â õàîòè÷åñêèõ êðóïíîìàñøòàáíûõ (ãëàäêèõ) ïîòîêàõ. Òàêîãî ñîðòà äâèæåíèå ìîæåò áûòü âîçáóæäåíî
â æèäêîñòè èñêóññòâåííî èëè âîçíèêàòü â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé, íàïðè-
ìåð, â ðàçáàâëåííûõ ïîëèìåðíûõ ðàñòâîðàõ [32]. Òåîðèÿ òàêîãî ñîðòà ïåðåìåøèâàíèÿ, âîñõîäÿùàÿ ê ðàáîòàì
Áýò÷åëîðà [33, 36] è Êðàé÷íàíà [34], áûëà ñóùåñòâåííî ðàçâèòà â ïîñëåäíèå ãîäû [35, 37].
Íàðÿäó ñ ïåðåíîñîì ñêàëÿðà æèäêîñòüþ èìååò ìåñòî åãî äèôôóçèÿ (òåðìîäèôôóçèÿ). Ýòè äâà ìåõàíèçìà

îïðåäåëÿþò ýâîëþöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðà â ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì.

∂tθ + v∇θ = κ∇2θ , (13.1)

ãäå v � ñêîðîñòü ïîòîêà, è κ � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè. Ìû ñ÷èòàåì æèäêîñòü íåñæèìàåìîé, òî åñòü ïîëàãàåì
∇v = 0. Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (13.1) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå

θ(t2) = T exp
{∫ t2

t1

dt
[−v(t)∇+ κ∇2

]}
θ(t1) , (13.2)

ãäå Texp îçíà÷àåò õðîíîëîãè÷åñêè óïîðÿäî÷åííóþ ýêñïîíåíòó.
Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àéíûé ïîòîê, êîòîðûé äîëæåí õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ñòàòèñòè÷åñêè (÷åðåç êîððåëÿöè-

îííûå ôóíêöèè ñêîðîñòè). Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñòàòèñòèêà ïîòîêà îäíîðîäíà ïî âðåìåíè, íî ìîæåò áûòü,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå îäíîðîäíà â ïðîñòðàíñòâå. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ. Òîãäà ïåðâîé
íåíóëåâîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ〈vα(t1, r1)vβ(t2, r2)〉.
Çäåñü óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè, êîòîðîå ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà óñðåäíåíèå ïî ðåàëè-
çàöèÿì ñêîðîñòè. Â ñèëó îäíîðîäíîñòè ñòàòèñòèêè ñêîðîñòè ïî âðåìåíè ââåäåííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè âðåìåí t1 − t2.
Â îáùåì ñëó÷àå èññëåäîâàíèå ñòàòèñòèêè ñêîðîñòè â ñëó÷àéíîì ïîòîêå çàòðóäíèòåëüíî. Èññëåäîâàíèå ñóùå-

ñòâåííî óïðîùàåòñÿ, åñëè âðåìÿ êîððåëÿöèè ñêîðîñòèτ ìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî âðåìåíè ýâîëþöèè ïàññèâ-
íîãî ñêàëÿðà (âðåìåíè ïåðåìåøèâàíèÿ). Èìåííî òàêóþ ñèòóàöèþ ìû èìååì â âèäó â äàëüíåéøåì. Êàê âèäíî
èç (13.2), ñêîðîñòü âõîäèò â ôîðìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà â èíòåãðàëüíîì ïî âðåìåíè âèäå.
Â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó Öåíòðàëüíîé Ïðåäåëüíîé Òåîðåìû íà âðåìåíàõ, ìíîãî áîëüøèõ âðåìåíè êîððåëÿöèè
ñêîðîñòè τ , îíà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ Ãàóññîâîé ïåðåìåííîé, ñòàòèñòèêà êîòîðîé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðíîé
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ñêîðîñòè.
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Â ñëó÷àå êîðîòêî-êîððåëèðîâàííîé âî âðåìåíè ñêîðîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü çàìêíóòûå óðàâíåíèÿ äëÿ êîððå-
ëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïàññèâíîãî ñêàëÿðà. Îáúÿñíèì, êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü.
Âîçüìåì ðàçíîñòü âðåìåí t2 − t1 ìíîãî áîëüøåé, ÷åì âðåìÿ êîððåëÿöèè ñêîðîñòè τ íî ìíîãî ìåíüøå, ÷åì

õàðàêòåðíîå âðåìÿ ýâîëþöèè ñêàëÿðà (òàêîé çàçîð ñóùåñòâóåò â ñëó÷àå êîðîòêî-êîððåëèðîâàííîé âî âðåìåíè
ñêîðîñòè), è èññëåäóåì èçìåíåíèå ïàññèâíîãî ñêàëÿðà íà âðåìåííîì èíòåðâàëå(t1, t2), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì (13.2). Â ýòèõ óñëîâèÿõ àðãóìåíòT-ýêñïîíåíòû â (13.2) ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì èT-ýêñïîíåíòó
ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä. Äîñòàòî÷íî óäåðæàòü äâà ïåðâûõ ÷ëåíà ýòîãî ðàçëîæåíèÿ:

θ(t2) ≈ θ(t1) + (t2 − t1)κ∇2θ(t1)−
∫ t2

t1

dt v(t)∇θ(t1)

+
∫ t2

t1

dt

∫ t

t1

dt′v(t)∇ [v(t′)∇θ(t1)] . (13.3)

Ñëåäóþùèì øàãîì ÿâëÿåòñÿ óñðåäíåíèå ïî ñòàòèñòèêå ñêîðîñòè â èíòåðâàëåt1, t2. Ýòî óñðåäíåíèå íåçàâèñèìî
îò ïîâåäåíèÿ ñêîðîñòè ïðè t < t1 è t > t2 èç-çà óñëîâèÿ t2− t1 À τ . Óñðåäíÿÿ, ñêàæåì, âûðàæåíèå (13.3), ìîæíî
ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ 〈θ〉 ïàññèâíîãî ñêàëÿðà

〈θ(t2, r)〉 − 〈θ(t1, r)〉 = (t2 − t1)κ∇2〈θ(t1, r)〉
+(t2 − t1)∇α [Dαβ(r, r)∇β〈θ(t1, r)〉] , (13.4)

Dαβ(r1, r2) =
∫ ∞

0

dt 〈vα(t, r1)vβ(0, r2)〉 . (13.5)

Ïðè âûâîäå ìû èñïîëüçîâàëè óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè∇v = 0. Âåëè÷èíàDαβ(r, r), âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå (13.4),
îáû÷íî íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè. Ïîñêîëüêót2− t1 ìíîãî ìåíüøå, ÷åì âðåìÿ ïåðåìåøèâà-
íèÿ, òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (13.4) ÿâëÿåòñÿ ìàëîé ïîïðàâêîé ê〈θ〉. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (13.4) ìîæåò
áûòü ïåðåïèñàíà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

∂t〈θ〉 = ∇α [Dαβ(r, r)∇β〈θ〉] + κ∇2〈θ〉 . (13.6)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ñòàðòóÿ ñ óðàâíåíèÿ (13.2), ìîæíî ïîëó÷èòü çàìêíóòûå óðàâíåíèÿ äëÿ âûñøèõ êîð-
ðåëÿöèîííûõ ôóíêöèé θ. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå äëÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèèF èìååò âèä

∂tF (t, r1, r2) = κ(∇2
1 +∇2

2)F (13.7)
+∇1α [Dαβ(r1, r1)∇1βF ] +∇2α [Dαβ(r2, r2)∇2βF ]
+∇1α [Dαβ(r1, r2)∇2βF ] +∇2α [Dαβ(r2, r1)∇1βF ] ,

F (t, r1, r2) = 〈θ(t, r1)θ(t, r2)〉 . (13.8)

Â îáùåì âèäå, óðàâíåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèèn-ãî ïîðÿäêà ïàññèâíîãî ñêàëÿðà Fn èìååò âèä

∂tFn = κ

n∑
m=1

∇2
mFn

+
n∑

m,k=1

∇mα [Dαβ(rm, rk)∇kβFn] , (13.9)

Fn(t, r1, . . . , rn) = 〈θ(t, r1) . . . θ(t, rn)〉 . (13.10)

Ñòðóêòóðà óðàâíåíèÿ (13.9) âïîëíå ïîíÿòíà: ýâîëþöèÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïàññèâíîãî ñêàëÿðà îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîâìåñòíûì äåéñòâèåì îáû÷íîé (êàê ÷àñòî ãîâîðÿò, ìîëåêóëÿðíîé) äèôôóçèè (ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ) è òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè (âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ).
Â äàëüíåéøåì ìû ñîáèðàåìñÿ èçëîæèòü ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè ñòàòèñòèêè ïàññèâíîãî ñêàëÿðà â êðóïíî-

ìàñøòàáíîè ïîëå ñêîðîñòè:

• Ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðà ïðè íàëè÷èè ïîñòîÿííîãî âáðîñà, åå ëîãàðèôìè÷åñêèé õàðàê-
òåð.

• Âûñøèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñêàëÿðà ïðè íàëè÷èè ïîñòîÿííîãî âáðîñà, èõ ëîãàðèôìè÷åñêèé õàðàê-
òåð.
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• Ýêñïîíåíöèàëüíûå õâîñòû îäíîòî÷å÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïàññèâíîãî ñêàëÿðà, ñèäÿ-
ùèå íà ðåäêèõ ñîáûòèÿõ.

• Ñâîáîäíàÿ ýâîëþöèÿ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà, åãî ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð. Ñòåïåííîé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ
êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïàññèâíîãî ñêàëÿðà â ýòîì ñëó÷àå.

ÌÎÆÍÎ ÂÏÈÑÀÒÜ ÕÂÎÑÒ PDF ÄËß ÏÎËÈÌÅÐÎÂ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ìû ðàññìîòðåëè ðÿä ñëó÷àåâ, êîãäà ôëóêòóàöèè êðóïíîìàñøàáíûõ âåëè÷èí â êîíäåíñèðîâàííîé ñðåäå èã-
ðàþò âàæíóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòåìû. Â îñíîâíîì ìû èçó÷àëè ðàâíîâåñíîå
ñîñòîÿíèå ñðåäû, êîãäà ôëóêòóàöèè âûçûâàþòñÿ òåïëîâûì äâèæåíèåì. Òåïëîâûå ôëóêòóàöèè äëÿ êðóïíîìàñ-
øàáíûõ âåëè÷èí îáû÷íî áûâàþò ïðåíåáðåæèìûìè, íî â îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ìîãóò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåí-
íûìè. Â òî æå âðåìÿ ðîëü ôëóêòóàöèé êðóïíîìàñøàáíûõ âåëè÷èí ðåçêî âîçðàñòàåò, åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â
íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì òàêîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ òóðáóëåíòíîñòü,
êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ õàîòè÷åñêèì õàðàêòåðîì äâèæåíèÿ æèäêîñòè, ðåàëèçóþùèìñÿ ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ
Ðåéíîëäñà. Â ýòîì ñëó÷àå àìïëèòóäà ôëóêòóàöèé ñêîðîñòè îêàçûâàåòñÿ íàìíîãî áîëüøå òåïëîâûõ ôëóêòóà-
öèé. Ê ñîæàëåíèþ, òóðáóëåíòíîñòü íàõîäèòñÿ âíå ðàìîê íàñòîÿùåãî ïîñîáèÿ, ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé
îáëàñòüþ íàóêè, êîòîðîé ïîñâÿùåíû ñîòíè ñòàòåé è äåñÿòêè ìîíîãðàôèé. Â òî æå âðåìÿ îáùèé ïîäõîä ê ðå-
øåíèþ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ïî äóõó áëèçîê ê òîìó, êîòîðûé èçëàãàåòñÿ â íàñòîÿùåì ïîñîáèè. Òîò æå
ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ äðóãèõ íåðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèé. Íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå î òàêîãî ðîäà
çàäà÷àõ äàåò ðàçîáðàííàÿ íàìè ïðîáëåìà ÊÏÇ. Òàêèì îáðàçîì ìû íàäååìñÿ, ÷òî íàñòîÿùåå ïîñîáèå ñîäåðæèò
íå òîëüêî èíôîðìàöèþ î çàÿâëåííûõ â îãëàâëåíèè ÿâëåíèÿõ, íî è òàêæå è îáùèé ïîäõîä, êîòîðûé ïîçâîëèò
÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî âûéòè çà êðóã ýòèõ ÿâëåíèé.

Ïðèëîæåíèå A: ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÔÎÊÊÅÐÀ-ÏËÀÍÊÀ

Â íàñòîÿùåì ïðèëîæåíèè ìû ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà, êîòîðîå îòíîñèòñÿ
ê ñèñòåìàì, äèíàìèêà êîòîðûõ ïîäâåðãàåòñÿ âîçäåéñòâèþ âåëè÷èí, õàîòè÷åñêè èçìåíÿþùèåñÿ ñî âðåìåíåì.
Òàêèå ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò Ëàíæåâåíîâñêèå (ñëó÷àéíûå) ñèëû, òàêèå
óðàâíåíèÿ íàçûâàþò îáû÷íî ñòîõàñòè÷åñêèìè. Â ýòîì ñëó÷àå íå èìååò ñìûñëà èçó÷àòü ðåøåíèå äèíàìè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ïðè äàííîì çíà÷åíèè ñëó÷àéíîé ñèëû (êàê îáû÷íî ãîâîðÿò, ïðè äàííîé åå ðåàëèçàöèè), à èìååò
ñìûñë ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíû, óñðåäíåííûå ïî ìíîãèì ðåàëèçàöèÿì. Îáû÷íî ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ïðè äàííîé
ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé ñèëû íà áîëüøèõ âðåìåíàõ (íà âðåìåíàõ, íàìíîãî ïðåâûøàþùèõ âðåìÿ êîððåëÿöèè
ñëó÷àéíîé ñèëû) áëèçêî ê óñðåäíåííîìó. Ìîæíî îöåíèòü è òèïè÷íîå îòêëîíåíèå îò ñðåäíåãî.
Ìû íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà èìååòñÿ âñåãî îäíà êîîðäèíàòàx, ïîä÷èíÿþùàÿñÿ

ñëåäóþùåìó ñòîõàñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

∂tx = g(x) + ζ(t) , (A1)

ãäå g(x) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ x (êàê îáû÷íî ãîâîðÿò, äåòåðìèíèñòêàÿ ôóíêöèÿ), à ζ(t) � ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ
âðåìåíè. Òàêîãî ñîðòà óðàâíåíèå âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè âÿçêîì äâèæåíèè ÷àñòèöû âî âíåøíåì ïîëå (òîãäà
x � êîîðäèíàòà ýòîé ÷àñòèöû). Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîζ(t) � áåëûé øóì, òî åñòü ÷òî ζ(t) êîðîòêî êîððåëèðîâàíî
ïî âðåìåíè. Òîãäà ñðåäíåå ïî ðåàëèçàöèÿì øóìà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå

〈ζ〉 = 0 , 〈ζ(t1)ζ(t2)〉 = 2C δ(t1 − t2) , (A2)

ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ìîùíîñòü øóìà.
Îáúåêò, êîòîðûé íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòèP(t, x). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ïðè t = 0 çíà÷åíèå x ôèêñèðîâàíî: x = x0. Òîãäà ïðè t = 0 P(x) = δ(x − x0). Çàòåì x íà÷èíàåò èçìåíÿòüñÿ
ñî âðåìåíåì â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (A1). Ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãèõ ðåàëèçàöèé øóìàζ(t) âîçíèêàåò
ìíîãî ðàçíûõ òðàåêòîðèé, òî åñòü âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü â ïîëîæåíèè ÷àñòèöû. Ýòà íåîïðåäåëåííîñòü è
ïðèâîäèò ê îïèñàíèþ â òåðìèíàõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòèP(t, x). Åå ñìûñë çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî, íàïðèìåð, ñðåäíåå (ïî ðåàëèçàöèÿì øóìà) çíà÷åíèåx ðàâíî

〈x(t)〉 =
∫

dxP(t, x) x . (A3)
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ âûñøèå ìîìåíòû:

〈xn(t)〉 =
∫

dxP(t, x) xn . (A4)

Îòêëîíåíèÿ x îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì

〈〈x2(t)〉〉 = 〈(x− 〈x〉)2〉 = 〈x2〉 − 〈x〉2 . (A5)

Äëÿ âåëè÷èíû P(t, x) ìîæíî ïîëó÷èòü äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì èçìåíåíèåx íà íåêî-
òîðîì íåáîëüøîì, íî êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè ∆t. Èç óðàâíåíèÿ (A1) íàõîäèì äëÿ äàííîé ðåàëèçàöèè
øóìà

∆x =
∫ t+∆t

t

dt′ [g(x) + ζ(t′)] . (A6)

Âåëè÷èíà P(x) dx îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè óñðåäíåíèè ïî ðåàëèçàöèÿì øóìà òðàåêòîðèÿ ïîïàäåò
â èíòåðâàë dx. Ïîñêîëüêó øóì ïðåäïîëàãàåòñÿ êîðîòêî-êîððåëèðîâàííûì ïî âðåìåíè, óñðåäíåíèå, âåäóùåå
ê P(t + ∆t, x), ìîæíî ïðîèçâîäèòü íåçàâèñèìî íà âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ (0, t) è (t, t + ∆t). Ïåðâîå èç ýòèõ
óñðåäíåíèé äàåò P(t, x), à âòîðîå ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îòP(t, x) ê P(t+∆t, x). Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

P(t + ∆t, x) dx = 〈P(t, x−∆x)d(x−∆x)〉 , (A7)

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ïðîèñõîäèò óñðåäíåíèå ïî ñòàòèñòèêå øóìà íà èíòåðâàëå(t, t + ∆t). Ðàñêëàäûâàÿ ýòî ñîîò-
íîøåíèå ïî ∆x è ∆t è ñîõðàíÿÿ ãëàâíûå ÷ëåíû ýòîãî ðàçëîæåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì

∂tP(t, x)∆t = −∂xP(t, x)g(x)∆t−P(t, x)∂xg(x)∆t

−
〈

∂xP(t, x)
∫ t+∆t

t

dt′ζ(t′)

〉
+

1
2

〈
∂2

xP(t, x)
∫ t+∆t

t

dt1 dt2 ζ(t1)ζ(t2)

〉
.

Ó÷èòûâàÿ òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ (A2) è ñîêðàùàÿ íà∆t, ìû íàõîäèì îêîí÷àòåëüíî

∂tP = −∂x(gP) + C∂2
xP . (A8)

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà. Îòìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (A8) èìååò âèä ïîëíîé ïðîèçâîä-
íîé. Ýòî ãàðàíòèðóåò ñîõðàíåíèå èíòåãðàëà

∫
dxP(x), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé âåðîÿòíîñòüþ, òî åñòü äîëæåí

áûòü ðàâåí åäèíèöå.
Àëüòåðíàòèâíûì ñïîñîáîì âûâîäà óðàâíåíèÿ (A8) ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê äèñêðåòíîìó âðåìåíè, êîãäà âìåñòî

óðàâíåíèÿ (A1) ìû èñïîëüçóåì ðàçíîñòíóþ ñõåìó

∆x = xn+1 − xn = [g(xn) + ζn]ε , (A9)

ãäå ε - øàã ïî âðåìåíè. Àíàëîãîì æå ñîîòíîøåíèé (A2) ÿâëÿåòñÿ

〈ζnζm〉 =
C

ε
δnm , 〈ζn〉 = 0 . (A10)

Âûðàæåíèÿ (A10) ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåàëèçàöèè øóìà íà ðàçíûõ øàãàõ íå êîððåëèðóþò, òî åñòü óñðåäíåíèå íà
êàæäîì øàãå ìîæíî ïðîèçâîäèòü íåçàâèñèìî. Ýòî âåäåò ê ñîîòíîøåíèþ

Pn+1(x) dx = 〈Pn(t, x−∆x)d(x−∆x)〉 , (A11)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì (A7). Ðàñêëàäûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (A11) è ïðîèçâîäÿ óñðåäíåíèå ñ ïîìî-
ùüþ (A10), ìû íàõîäèì äèñêðåòíûé àíàëîã (A8):

Pn+1 − Pn =
[−∂x(gPn) + C∂2

xPn

]
ε . (A12)

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà ñëó÷àé ëèíåéíîé `ñèëû'g: g = −Gx, ãäå G > 0. Òîãäà óðàâíåíèå
Ôîêêåðà-Ïëàíêà (A8) èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå

P =

√
G

2πC[1− exp(−2Gt)]
exp

{
− Gx2

2C[1− exp(−2Gt)]

}
, (A13)
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êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ P(0, x) = δ(x). Ìû âèäèì, ÷òî ñíà÷àëà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
`ðàñïëûâàåòñÿ', à çàòåì âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå

P =

√
G

2πC
exp

{
−Gx2

2C

}
. (A14)

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ áàëàíñîì äâóõ ÷ëåíîâ â ïðàâîé ÷àñòè (A8). Ñïðàøèâàåòñÿ, íàñêîëüêî òèïè÷íî òàêîå ïî-
âåäåíèå? Ïåðâîíà÷àëüíîå `ðàñïëûâàíèå' âïîëíå óíèâåðñàëüíî, òàê êàê îíî îáÿçàíî äåéñòâèþ `äèôôóçèîííîãî'
÷ëåíà â (A8). Äàëüíåéøàÿ æå ñóäüáà P çàâèñèò îò âèäà çàâèñèìîñòè g(x). Ìîæíî ôîðìàëüíî âûïèñàòü ñòà-
öèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (A8) ñ íóëåâîé ëåâîé
÷àñòüþ:

P = exp
[∫

dx
g(x)
C

]
. (A15)

Êîíå÷íî, äëÿ g = −Gx ýòî ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ (A14). Åñëè èíòåãðàë ïîx îò ïðàâîé ÷àñòè (A15) ñõîäèòñÿ, òî ýòî
ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ðåàëèçóåòñÿ íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Ïðè ýòîì ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì íîðìèðîâêè

∫
dxP = 1. Åñëè æå èíòåãðàë ïî x îò ïðàâîé ÷àñòè (A15) ðàñõîäèòñÿ, òî íèêàêîãî

ñòàöèîíàðà P íå äîñòèãàåò, `ðàñïëûâàÿñü' íåîãðàíè÷åííî. Èìåííî òàêîå ïîâåäåíèå íàáëþäàåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ
g = −Gx, ãäå G < 0. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (A8) îïðåäåëÿåòñÿ òîé æå ôîðìóëîé (A13), ãäå
òåïåðü G < 0.
Ïðèâåäåííóþ ñõåìó ëåãêî îáîáùèòü íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé, êîãäà ïåðåìåííàÿ, ôèãóðèðóþùàÿ â ñòîõàñòè-

÷åñêîì óðàâíåíèè, èìååò íåñêîëüêî êîìïîíåíò. Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå (A1), ñîîòíîøåíèå (A2) è óðàâíåíèå
Ôîêêåðà-Ïëàíêà (A8) ïðèîáðåòàþò ñëåäóþùèé âèä

∂txi = gi(x) + ζi(t) , (A16)
〈ζi〉 = 0 , 〈ζi(t1)ζj(t2)〉 = 2Cij δ(t1 − t2) , (A17)

∂tP = − ∂

∂xi
(giP) + Cij

∂2

∂xi∂xj
P . (A18)

Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (A18) íàéòè äàëåêî íå òàê ïðîñòî, êàê â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Ýòî âîçìîæíî â
âàæíîì ñëó÷àå, êîãäà gi ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì íåêîòîðîãî ïîòåíöèàëà, à ìàòðèöàC ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷íîé
ìàòðèöå: Cij ∝ δij . Ïóñòü gi = −∂U/∂xi, Cij = Tδij . Òîãäà ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå (A18) èìååò âèä

P ∝ exp(−U/T ) . (A19)

Òàêèì îáðàçîì T èãðàåò ðîëü òåìïåðàòóðû, âõîäÿùåé â ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà ñ äàííûì ïîòåíöèàëîìU . Îò-
ìåòèì, ÷òî òî æå ñàìîå ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà (A19) áóäåò ðåøåíèåì ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ (A18), åñëè
gi = −∂U/∂xi + ḡi, ãäå ḡi óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì: ∂ḡi/∂xi = 0 è ḡi∂U/∂xi = 0.
Ïðèâåäåííàÿ ñõåìà îáîáùàåòñÿ è äàëüøå, åå ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà íåïðåðûâíûé ïðåäåë, ïîñêîëüêó ëþáîå

ïîëå ϕ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê íàáîð áîëüøîãî, íî êîíå÷íîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû (íàïðèìåð, Ôóðüå-
ãàðìîíèê). Òîãäà â r-ïðåäñòàâëåíèè ìû íàõîäèì âìåñòî (A16-A18)

∂tϕ(t, r) = g(t, r) + ζ(t, r) , (A20)
〈ζ〉 = 0 , 〈ζ(t1, r1)ζ(t2, r2)〉 = 2T Ξ̂ δ(t1 − t2)δ(r1 − r2) , (A21)

∂tP = −
∫

ddr
δ

δϕ(r)
[g(r)P] + T

∫
ddr

δ2

δϕ(r)δϕ(r)
P , (A22)

ãäå g ñ÷èòàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì ϕ, à Ξ̂ � íåêîòîðûé ïðîñòðàíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé îïåðàòîð
(ïðèìåíÿåìûé ê r1). Ðàñïðåäåëåíèå Ãèááñà (A19) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (A22), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ

g(r) = −Ξ̂
δU

δϕ(r)
+ ḡ(r) , (A23)

∫
ddr

δḡ(r)
δϕ(r)

= 0 ,

∫
ddr

δU

δϕ(r)
ḡ(r) = 0 . (A24)

Êàê ïðàâèëî, ìàêðîñêîïè÷åñêèå äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (ãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ) èìåþò âèä (A23) è
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (A24), ÷òî è âåäåò ê ðàñïðåäåëåíèþ Ãèááñà (A19).
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Ïðèëîæåíèå B: ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß

1. Ãàóññîâû èíòåãðàëû

Ìû íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ, êîãäà èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ ñêàëÿðíàÿ ôëóêòóèðóþùàÿ ïåðåìåííàÿx, è
ìû èíòåðåñóåìñÿ åå ìîìåíòàìè 〈xn〉, îïðåäåëÿåìûìè Ãàóññîâîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè:

〈xn〉 =
∫ +∞

−∞
dxN−1 exp

(−ax2/2
)
xn . (B1)

Çäåñü N � íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèåì〈1〉 = 1, òî åñòü

N =
∫ +∞

−∞
dx exp

(−ax2/2
)

=
√

2π/a . (B2)

Êîíå÷íî, ìîìåíòû (B1) (êîòîðûå îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî äëÿ ÷åòíûõn) ìîæíî âû÷èñëèòü íåïîñðåäñòâåííî.
Îäíàêî ìû ñ÷èòàåì, ÷òî áîëåå ïîó÷èòåëüíî âû÷èñëèòü ýòè âåëè÷èíû, ââåäÿ òàê íàçûâàåìóþ ïðîèçâîäÿùèé
ôóíêöèþ Z äëÿ ìîìåíòîâ x:

Z(λ) = 〈exp(λx)〉 =
∞∑

n=0

1
n!

λn〈xn〉 . (B3)

Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíòû x ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîäÿùåãî ôóíêöèîíàëàZ(λ) â ðÿä ïî
λ. Äëÿ Ãàóññîâîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà ÿâíî:

Z(λ) =
∫ +∞

−∞
dxN−1 exp

(−ax2/2 + λx
)

= exp
[
λ2/(2a)

]
. (B4)

Ñðàâíèâàÿ ìåæäó ñîáîé êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â (B3) è (B4), ìû íàõîäèì

〈x2n〉 =
(2n)!
2n n!

a−n . (B5)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî x � êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ. Òîãäà Ãàóññîâó ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäåN−1 exp(−a|x|2), ãäå íîðìèðîâî÷íàÿ
êîíñòàíòà ðàâíà

N =
∫

dRex dImx exp(−a|x|2) =
π

a
. (B6)

Äàëåå, ìû íàõîäèì äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè

Z(λ) = 〈exp (λx∗ + λ∗x)〉 =

= N−1

∫
dRex dImx exp

(−a|x|2 + λx∗ + λ∗x
)

= exp(λλ∗/a) , (B7)

ãäå çâåçäî÷êà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Äàëåå, ðàñêëàäûâàÿ ñîîòíîøåíèå (B7) ïîλ è λ∗, ìû íàõîäèì

〈|x|2n〉 = n!a−n , (B8)

âìåñòî (B5).
Îáîáùèì òåïåðü ïðèâåäåííûå ôîðìóëû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èìååòñÿK äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ xi. Òîãäà

îáùèé âèä Ãàóññîâîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèäN−1 exp(−xiAijxj/2), ãäå A � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà (òî åñòü ìàòðèöà, èìåþùàÿ âñå ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ). Èíòåãðà-
ëû ñ ýòîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ïðîèçâåäåíèþ îäíîìåðíûõ Ãàóññîâûõ èíòåãðàëîâ,
åñëè ïðîèçâåñòè îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, äèàãîíàëèçóþùåå ìàòðèöóA. Â ðåçóëüòàòå, íàïðèìåð, äëÿ
íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû ìû íàõîäèì

N =
∫

dKx exp (−xiAijxj/2)
(2π)K/2

√
detA

, (B9)
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ãäå äåòåðìèíàíò detA âîçíèêàåò, êàê ïðîèçâåäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöûA. Äàëåå, òåì æå ñïîñîáîì
âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

Z(λi) = 〈exp (λixi)〉 =

= N−1

∫
dKx exp (−xiAijxj/2 + λixi) = exp(λiA

−1
ij λj) , (B10)

ãäå A−1 îçíà÷àåò ìàòðèöó, îáðàòíóþ êA. Îòñþäà ñëåäóåò â ÷àñòíîñòè, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ òðåòüåãî
ïîðÿäêà (êàê è âñåõ íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ) ðàâíà íóëþ. Ðàñêëàäûâàÿ ñîîòíîøåíèå (B10) ïîλi, ìû íàõîäèì,
íàïðèìåð, äëÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

Fij = 〈xixj〉 = A−1
ij , (B11)

〈xixjxkxm〉 = FijFkm + FikFjm + FimFjk . (B12)

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäÿùèé ôóíêöèîíàë (B10) èìååò âèäZ(λ) = exp(λiFijλj), âñå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè xi,
ïîäîáíî (B12), ñâîäÿòñÿ ê ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè (B11). Â îáùåì âèäå (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷åòíîãî
ïîðÿäêà) ìû èìååì

〈xixj . . . xkxm〉 = Fij . . . Fkm + . . . , (B13)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïðîèçâåäåíèÿì ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â ðå-
çóëüòàòå ðàçíûõ ñïîñîáîâ `ñïàðèâàíèÿ' â ïðîèçâåäåíèèxixj . . . xkxm, ïîäîáíî (B12). Ïðàâèëî (B13) íàçûâàåòñÿ
îáû÷íî òåîðåìîé Âèêà.
Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê ñëó÷àþ, êîãäà èìååòñÿK êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ xi. Òîãäà Ãàóññîâó ôóíêöèþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäåN−1 exp(−x∗i Aijxj),
ãäå A � ýðìèòîâà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà (òî åñòü ìàòðèöà, èìåþùàÿ âñå ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ). Èíòåãðàëû ñ ýòîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ïðîèçâåäåíèþ îäíîìåðíûõ
Ãàóññîâûõ èíòåãðàëîâ (ñ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé), åñëè ïðîèçâåñòè óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå, äèàãîíàëèçóþ-
ùåå ìàòðèöó A. Â ðåçóëüòàòå, íàïðèìåð, äëÿ íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû ìû íàõîäèì

N =
∫

dKRex dKImx exp(−x∗i Aijxj) =
πK

(detA)K
. (B14)

Äàëåå, äåéñòâóÿ òàêèì æå ñïîñîáîì, ìû íàõîäèì

Fij = 〈xix
∗
j 〉 = A−1

ij , (B15)
Z(λ) = 〈exp(λ∗i xi + λix

∗
i )〉 = exp(λ∗i Fijλi) . (B16)

Ðàñêëàäûâàÿ ïî λ ñîîòíîøåíèå (B16), ìû íàõîäèì

〈xixjx
∗
kx∗m〉 = FikFjm + FimFjk , (B17)

âìåñòî (B12). Îáùåå æå ïðàâèëî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî òå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè,
êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ óñðåäíåíèåì ïðîèçâåäåíèÿ îäèíàêîâûõ êîëè÷åñòâ ïåðåìåííûõx è x∗, ïðè÷åì

〈xixj . . . x∗kx∗m〉 = FikFjm · · ·+ . . . . (B18)

Çäåñü ñóììèðîâàíèå, êàê è â (B13), èäåò ïî âñåì ïðîèçâåäåíèÿì ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå
ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçíûõ ñïîñîáîâ `ñïàðèâàíèÿ' â ïðîèçâåäåíèèxixj . . . x∗kx∗m, ïîäîáíî (B17), åñëè ïîä
ñïàðèâàíèåì ïîíèìàòü îáðàçîâàíèå ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èç〈xx∗〉. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Âèêà
ðàáîòàåò è äëÿ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ.
Âñå ñêàçàííîå âûøå ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî îáîáùåíî è íà ñëó÷àé ïîëåé, ïîñêîëüêó ëþáîå ïîëå ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíî, êàê ñîâîêóïíîñòü áîëüøîãî, íî êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò. Íàïðèìåð, ðîëü ýòèõ êîìïîíåíò
ìîãóò èãðàòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïîëÿ â ðÿä Ôóðüå, ãäå ñóììèðîâàíèå îãðàíè÷åíî `óëüòðàôèîëåòîâîé'
îáðåçêîé Λ (ïðåäåëüíûì âîëíîâûì âåêòîðîì). Àíàëîã ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ïîëåé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâî-
äÿùèì ôóíêöèîíàëîì, äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïîëÿϕ îí ðàâåí

Z(λ) =
〈

exp
[∫

ddr λ(r)ϕ(r)
]〉

= exp
[
1
2

∫
ddr1 ddr2λ(r1)F (r1 − r2)λ(r2)

]
, (B19)

F (r1 − r2) = 〈ϕ(r1)ϕ(r2)〉 , (B20)
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ãäå ìû ïðåäïîëîæèëè ïðîñòðàíñòâåííóþ îäíîðîäíîñòü. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîëÿψ íàäî âíåñòè íåêîòîðûå ïî-
ïðàâêè:

Z(λ) =
〈

exp
[∫

ddr λ∗(r)ϕ(r) + λ(r)ϕ∗(r)
]〉

= exp
[∫

ddr1 ddr2λ
∗(r1)F (r1 − r2)λ(r2)

]
, (B21)

F (r1 − r2) = 〈ϕ(r1)ϕ∗(r2)〉 . (B22)

Êàê è ðàíåå, âûñøèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ïîëåéϕ è ψ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðíûå êîððåëÿöîííûå ôóíê-
öèè (B20) è (B22) â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Âèêà. À èìåííî, äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïîëÿϕ

〈ϕ(r1)ϕ(r2) . . . ϕ(r2n−1)ϕ(r2n)〉 = F (r1 − r2) . . . F (r2n−1 − r2n) + . . . , (B23)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïðîèçâåäåíèÿì ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â
ðåçóëüòàòå ðàçíûõ ñïîñîáîâ `ñïàðèâàíèÿ' â ïðîèçâåäåíèèϕ(r1)ϕ(r2) . . . ϕ(r2n−1)ϕ(r2n). Íàïðèìåð

〈ϕ(r1)ϕ(r2)ϕ(r3)ϕ(r4)〉 = F (r1 − r2)F (r3 − r4) + F (r1 − r3)F (r2 − r4) + F (r1 − r4)F (r2 − r3) . (B24)

Äëÿ êîìïëåêñíîãî æå ïîëÿ

〈ψ(r1)ψ(r2) . . . ψ∗(r2n−1)ψ∗(r2n)〉 = F (r1 − rn+1)F (r2 − rn+2) · · ·+ . . . , (B25)

ãäå ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì ïðîèçâåäåíèÿì ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â ðå-
çóëüòàòå ðàçíûõ ñïîñîáîâ `ñïàðèâàíèÿ' â ïðîèçâåäåíèèψ(r1)ψ(r2) . . . ψ∗(r2n−1)ψ∗(r2n), åñëè ïîä ñïàðèâàíèåì
ïîíèìàòü îáðàçîâàíèå ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èç〈ψψ∗〉. Íàïðèìåð

〈ψ(r1)ψ(r2)ψ∗(r3)ψ∗(r4)〉 = F (r1 − r3)F (r2 − r4) + F (r1 − r4)F (r2 − r3) . (B26)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ïàðíîé êîððåëÿöèîîíîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïîëÿϕ èëè
êîìïëåêñíîãî ïîëÿ ψ. Ìû íà÷íåì ñ êîìïëåêñíîãî ïîëÿ. Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå

ψ(r) =
∑

q

ψq exp(iqr) , (B27)

ïðåâðàùàåò åãî â íàáîð íåçàâèñèìûõ êîìïëåêñíûõ êîýôôèöèåíòîâψq. Ðàññìîòðèì ê êà÷åñòâå ïðèìåðà Ãàóññîâó
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ N−1 exp(−H) ñ

H =
∫

ddr (a|ψ|2 + b|∇ψ|2) = V
∑
q

(a + bq2)|ψq|2 , (B28)

ãäå V � îáúåì ñèñòåìû. Íîðìèðîâî÷íàÿ æå êîíñòàíòàN ðàâíà

N =
∏
q

dReϕqdImϕq exp(−H) =
∏
q

π

(a + bq2)V
. (B29)

Äàëåå, ìû íàõîäèì èç (B28) 〈|ϕq|2〉 = V −1(a + bq2)−1. Ïîýòîìó

F (r) = 〈ψ(r + r1)ψ∗(r1)〉 =
∑
q

exp(iqr)
V (a + bq2)

→
∫

ddq

(2π)d

exp(iqr)
(a + bq2)

, (B30)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè îáû÷íûé ñïîñîá ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóììû ïî âîëíîâûì âåêòîðàì â èíòåãðàë, ñïðàâåäëèâîå,
åñëè õàðàêòåðíûé âîëíîâîé âåêòîð ìíîãî áîëüøå îáðàòíîãî ðàçìåðà ñèñòåìû. Âûðàæåíèå (B30) îïðåäåëÿåò
ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïîëÿ.
Äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïîëÿ ϕ(r) Ôóðüå-êîìïîíåíòû ϕq ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè âåëè÷èíàìè:

ϕ(r) =
∑

q

ϕq exp(iqr) . (B31)

Îäíàêî íàäî áûòü àêêóðàòíûì, ïîñêîëüêó äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïîëÿϕ(r) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå ϕ−q = ϕ∗q.
Ïîýòîìó âåëè÷èíû ϕq íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïîϕq ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïîëîâèíîé
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îáðàòíîãî ïðîñòðàíñòâà, òîãäàReϕq è Imϕq ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè âåëè÷èíàìè. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå
ïðèìåðà Ãàóññîâó ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿN−1 exp(−H) ñ

H =
1
2

∫
ddr

[
aϕ2 + b(∇ϕ)2

]
= V

′∑
q

(
a + bq2

) |ϕq|2 , (B32)

ãäå øòðèõ ïðè çíàêå ñóììû îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå èäåò ïî ïîëîâèíå îáðàòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Íîðìèðî-
âî÷íàÿ êîíñòàíòà N ðàâíà

N =
′∏
q

dReϕqdImϕq exp(−H) =
′∏
q

π

(a + bq2)V
, (B33)

ãäå øòðèõ ïðè çíàêå ïðîèçâåäåíèÿ îçíà÷àåò, êàê è âûøå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî ïîëîâèíå îáðàòíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Äàëåå, ìû íàõîäèì èç (B32)

〈(Reϕq)2〉 = 〈(Imϕq)2〉 =
1

2V (a + bq2)
,

òî åñòü 〈ϕqϕ−q〉 = (a + bq2)−1V −1. Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì

〈ϕ(r + r1)ϕ(r1)〉 =
∑
q

exp(iqr)
V (a + bq2)

→
∫

ddq

(2π)d

exp(iqr)
(a + bq2)

, (B34)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè òîò æå ñïîñîá ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóììû ïî âîëíîâûì âåêòîðàì â èíòåãðàë.
Âûøå ìû ñôîðìóëèðîâàëè ïðàâèëà, ïî êîòîðûì âû÷èñëÿþòñÿ ïàðíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè êîìïëåêñíî-

ãî ψ è äåéñòâèòåëüíîãî ϕ ïîëåé. ßñíî, ÷òî ýòè ïðàâèëà ìîãóò áûòü ëåãêî îáîáùåíû íà ïðîèçâîëüíóþ Ãàóññîâó
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì ìíîæèòåëü a + bq2 çàìåíÿåòñÿ íà êàêóþ-òî äðóãóþ ôóíêöèþ q, êîòîðàÿ
äèêòóåòñÿ êîíêðåòíûì âèäîì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ðàçâèòóþ ñõåìó ëåãêî âêëþ÷àåòñÿ âðåìÿ (ïðîñòî, êàê
äîïîëíèòåëüíàÿ êîîðäèíàòà). Êðîìå òîãî ÿñíî, ÷òî ñõåìà òðèâèàëüíî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ìíîãîêîìïîíåíò-
íûõ ïîëåé.

Ïðèëîæåíèå C: ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÍÛÅ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß

ϕ � ïàðàìåòð ïîðÿäêà;
n � ÷èñëî êîìïîíåíò ïàðàìåòðà ïîðÿäêà;
ψ � êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà;
φ � ôàçà êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà;
q, k � âîëíîâûå âåêòîðà;
n � åäèíè÷íûé âåêòîð (â íàïðàâëåíèè íàìàãíè÷åííîñòè);
M � íàìàãíè÷åííîñòü åäèíèöû îáúåìà;
F � ôóíêöèîíàë Ëàíäàó;

[1] L. D. Landau, Phys. Z. Sowjet., 11, 26 (1937).
[2] Ë. Ä. Ëàíäàó è Å. Ì. Ëèôøèö, Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà, ò. V, Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà, Ìîñêâà, Íàóêà, 1976.
[3] À. Ç. Ïàòàøèíñêèé è Â. Ë. Ïîêðîâñêèé, Ôëóêòóàöèîííàÿ òåîðèÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, Ìîñêâà, Íàóêà, 1982.
[4] È. Ì. Õàëàòíèêîâ, Òåîðèÿ ñâåðõòåêó÷åñòè, Ìîñêâà, Íàóêà, 1971.
[5] Sh. K. Ma, Modern theory of critical phenomena, Benjamin, New York, 1976.
[6] V. N. Popov, Functional Integrals in Quantum Field Theory and Statistical Physics, 1983, Reidel, Amsterdam.
[7] Ë. Ä. Ëàíäàó è Å. Ì. Ëèôøèö, Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà, ò. IX, Å. Ì. Ëèôøèö è Ë. Ï. Ïèòàåâñêèé, Ñòàòèñòè÷åñêàÿ

ôèçèêà, ÷àñòü 2, Ìîñêâà, Íàóêà, 1978.
[8] À. À. Àáðèêîñîâ, Ë. Ï. Ãîðüêîâ è È. Å. Äçÿëîøèíñêèé, Ìåòîäû êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå,

Äîáðîñâåò, 1998.
[9] À. À. Ñëàâíîâ è Ë. Ä. Ôàääååâ, Ââåäåíèå â êâàíòîâóþ òåîðèþ êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé, Ìîñêâà, Íàóêà, 1978.
[10] Ì. Ïåñêèí è Ä. Øðåäåð, Ââåäåíèå â êâàíòîâóþ òåîðèþ ïîëÿ, ÐÕÄ, 2001.



114

[11] Ë. Ä. Ëàíäàó è Å. Ì. Ëèôøèö, Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà, ò. IV, Â. Á. Áåðåñòåöêèé, Å. Ì. Ëèôøèö è Ë. Ï. Ïèòàåâñêèé,
Êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà, Ìîñêâà, Íàóêà, 1980.

[12] K. G. Wilson and M. E. Fisher, Phys. Rev. Lett.29, 240 (1972); K. G. Wilson, Phys. Rev. Lett.29, 548 (1972).
[13] K. G. Wilson and J. Kogut, Phys. Rep. C12, 76 (1974).
[14] E. I. Kats, V. V. Lebedev and A. R. Muratov, Weak crystallization theory, Phys. Rep.,228, 1-91, 1993.
[15] S. A. Brazovsky, [Sov. Phys. JETP, 41, 85 (1975)]
[16] A. M. Polyakov, Phys. Lett. 59B, 79 (1975).
[17] À. Ì. Ïîëÿêîâ, Êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ è ñòðóíû, Èç-âî ÈÒÔ èì. Ë. Ä. Ëàíäàó, 1995.
[18] Â. Ë. Áåðåçèíñêèé, ÆÝÒÔ 59, 907 (1970) [Sov. Phys. JETP 32, 493 (1971)]; ÆÝÒÔ 61, 1144 (1971) [Sov. Phys. JETP

34, 610 (1972)].
[19] J. M. Kosterlitz and D. J. Thouless, J. Phys. C5, L124 (1972); J. Phys. C6, 1181 (1973).
[20] J. M. Kosterlitz and D. J. Thouless, Progress in Low Temperature Physics, ed. D. F. Brewer, v. VII B, p. 373 (North-

Holland, Amsterdam, 1978).
[21] D. R. Nelson, in Fundamental Problems in Statistical Mechanics, ed. by E. G. D. Cohen, v. V, p. 53 (North Holland, N.

Y., 1980).
[22] D. R. Nelson, in Phase Transitions and Critical Phenomena, ed. by C. Domb and J. L. Lebowitz, v. 7, p. 1 (Academic,

London, 1983).
[23] P. Minnhagen, Rev. Mod. Phys. 59, 1001 (1987).
[24] Z. Gulacsi and M. Gulacsi, Adv. Phys. 47, 1 (1998).
[25] B. I. Halperin and D. R. Nelson, Phys. Rev. Lett. 41, 121 (1978); B. I. Halperin and D. R. Nelson, Phys. Rev. Lett.41,

519 (1978); A. P. Young, Phys. Rev. B19, 1855 (1979); D. R. Nelson and B. I. Halperin, Phys. Rev. B19, 2457 (1979).
[26] K. J. Strandburg, Rev. Mod. Phys. 60, 161 (1988).
[27] D. R. Nelson and J. M. Kosterlitz, Phys. Rev. Lett.39, 1201 (1977).
[28] G. Blatter, M. V. Feigel'man, V. B. Geshkenbein, A. I. Larkin, and V. M. Vinokur, Rev. Mod. Phys.66, 1125 (1994).
[29] B. I. Halperin and P. C. Hohenberg, Rev. Mod. Phys.49, 435, 1977.
[30] Å. È. Êàö è Â. Â. Ëåáåäåâ, Äèíàìèêà æèäêèõ êðèñòàëëîâ, Ìîñêâà, Íàóêà, 1988; E. I. Kats and V. V. Lebedev,

Fluctuational E�ects in the Dynamics of Liquid Crystals, Springer-Verlag, N.Y., 1993.
[31] A. S. Monin and A. M. Yaglom, Statistical Fluid Mechanics, MIT Press, Cambridge Mass. (1975).
[32] A. Groisman and V. Steinberg, Nature 405, 53 (2000); Phys. Rev. Lett. 86, 934 (2001); Nature 410, 905 (2001).
[33] G. K. Batchelor, JFM 5, 113 (1959).
[34] R. H. Kraichnan, Phys. Fluids. 10, 1417 (1967), JFM 47, 525 (1971); Ibid 67, 155 (1975).
[35] M. Chertkov, G. Falkovich, I. Kolokolov, and V. Lebedev, Phys. Rev. E51, 5609 (1995).
[36] G. K. Batchelor, An Introduction to Fluid Dynamics, Cambridge University Press, 1967.
[37] E. Balkovsky and A. Fouxon, Phys. Rev. E 60, 4164 (1999).
[38] U. Frisch, �Turbulence: the Legacy of A. N. Kolmogorov", Cambridge University Press, New York (1995).
[39] K. Gawedzki and A. Kupiainen, Phys. Rev. Lett. 75, 3608 (1995); B. Shraiman and E. Siggia, CRAS 321, Ser. II, 279

(1995); M. Chertkov, G. Falkovich, I. Kolokolov and V. Lebedev, Phys. Rev. E52, 4924 (1995).
[40] J. L. Lumley, Annu. Rev. Fluid Mech. 1, 367 (1969); J. Polymer Sci.: Macromolecular Reviews7, 263 (1973).
[41] B. I. Shraiman and E. D. Siggia, Phys. Rev. E49, 2912 (1994).
[42] R. Ellis, Entropy, Large Deviations and Statistical Mechanics, Springer Verlag, 1985.
[43] L. Kadano�, Statistical Physics, Statics, Dynamics and Renormalization, World Scienti�c, Singapore, 2000.
[44] R. Kubo, Thermodynamics, North-Holland, Amsterdam, 1968.
[45] R. L. Devaney, An Introduction to Chaotic Dynamical Systems, Addison-Wesley, Redwood Sity, 1989.
[46] H. Kleinert, Gauge Fields in Condenced Matter, World Scienti�c, Singapore, 1989.
[47] Í. Í. Áîãîëþáîâ è Ä. Â. Øèðêîâ, Êâàíòîâûå ïîëÿ, Íàóêà, Ìîñêâà, 1980.
[48] H. W. Wyld, Ann. Phys. (N.Y.) 14, 134 (1961).
[49] D. Nelson, T. Pvian, and S. Weinberg, Statistical mechanics of membranes and surfaces, World Scienti�c, Singapore, 1989.
[50] P. B. Canham, J. Theor. Biol. 26, 61 (1970).
[51] W. Helfrich, Z. Naturforsch 103B, 67 (1975).
[52] E. V. Gurovich, E. I. Kats, and V. V. Lebedev, ÆÝÒÔ100, 855 (1991) [Sov. Phys. JETP 73, 473 (1991)].
[53] P. G. de Gennes and C. Taupin, J. Chem. Phys.86, 2294 (1982).
[54] W. Helfrich, J. Phys. (Paris) 46, 1263 (1985); L. Peliti, and S. Leibler, Phys. Rev. Lett.54, 1690 (1985); D. F�orster, Phys.

Lett. A 114, 115 (1986); H. Kleinert, Phys. Lett. A 114, 263 (1986); A. M. Polyakov, Nucl. Phys. B 268, 406 (1986); H.
Kleinert, Phys. Lett. A 116, 57 (1986).

[55] P. C. Martin, E. D. Siggia and H. A. Rose, Phys. Rev. A8, 423 (1973).
[56] C. de Dominicis, J. Phys. (Paris) Colloq 37, C1-247 (1976).
[57] H. K. Janssen, Z. Phys. B 23, 377 (1976).
[58] C. de Dominicis and L. Peliti, Phys. Rev. B 18, 353 (1978).
[59] L. D. Landau and E. M. Lifshitz, Fluid mechanics, Pergamon Press, Oxford, 1982.
[60] J. Meuner, D. Langevin and N. Boccara, Physics of amphiphilic layers, Springer Procedings in Physics,21, Springer-Verlag,

Berlin, 1987.
[61] S. A. Safran and N. A. Clark, Physics of complex and supermolecular �uids, Wiley, New York, 1987.
[62] J.Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critical Phenomena, Clarendon, Oxford, 1996.


